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¶ÉáõË ¶ÉáõË ¶ÉáõË ¶ÉáõË 1. Ø³1. Ø³1. Ø³1. Ø³Ã»Ã»Ã»Ã»Ù³Ù³Ù³Ù³ïÇïÇïÇïÇÏ³Ï³Ï³Ï³Ï³Ý ³Ï³Ý ³Ï³Ý ³Ï³Ý ³Ý³Ý³Ý³Ý³ÉÇÉÇÉÇÉÇ½Ç ½Ç ½Ç ½Ç     
Ý»Ý»Ý»Ý»ññññ³³³³ÍáõÃÛáõÝÍáõÃÛáõÝÍáõÃÛáõÝÍáõÃÛáõÝ    

    
¢ 1. Âí³¢ 1. Âí³¢ 1. Âí³¢ 1. Âí³ÛÇÝ µ³½ÛÇÝ µ³½ÛÇÝ µ³½ÛÇÝ µ³½ÙáõÃÙáõÃÙáõÃÙáõÃÛáõÝÛáõÝÛáõÝÛáõÝÝ»ñ, Ýñ³Ýó »½Ý»ñ, Ýñ³Ýó »½Ý»ñ, Ýñ³Ýó »½Ý»ñ, Ýñ³Ýó »½ñ»ñ»ñ»ñ»ñÁ:ñÁ:ñÁ:ñÁ:    

¶³¶³¶³¶³Õ³Õ³Õ³Õ³÷³ñ ÏáÙå÷³ñ ÏáÙå÷³ñ ÏáÙå÷³ñ ÏáÙåÉ»ùë Ãí»É»ùë Ãí»É»ùë Ãí»É»ùë Ãí»ñÇ Ù³ñÇ Ù³ñÇ Ù³ñÇ Ù³ëÇÝ,ëÇÝ,ëÇÝ,ëÇÝ,    
·áñ·áñ·áñ·áñÍáÍáÍáÍáÕáõÃÕáõÃÕáõÃÕáõÃÛáõÝÛáõÝÛáõÝÛáõÝÝ»ñ Ýñ³Ýó Ñ»ï:Ý»ñ Ýñ³Ýó Ñ»ï:Ý»ñ Ýñ³Ýó Ñ»ï:Ý»ñ Ýñ³Ýó Ñ»ï:    

    
Ø³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ÙÇ ß³ñù ·³Õ³÷³ñÝ»ñ Ñ³Ù³ñíáõÙ 

»Ý ÑÇÙÝ³Ï³Ý: úñÇÝ³Ïª áõÕÇÕÁ, Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÁ: ÐÇÙÝ³Ï³Ý 
¿ Ý³¨ µ³½ÙáõÃÛáõÝ Ñ³ëÏ³óáõÃÛáõÝÁ: ´³½ÙáõÃÛáõÝÁ, ¹³ 
áñáß ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñáí ûÅïí³Í ï³ññ»ñÇ 
Ñ³Ù³ËáõÙµÝ ¿: ´³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù 
A,B,C,...X,Y,… Ù»Í³ï³é»ñáí, ÇëÏ Ýñ³Ýó ï³ññ»ñÁ 
a,b,c,...x,y,… ÷áùñ³ï³é»ñáí: Ð»ï³·³ÛáõÙ ß³ñ³¹ñÙ³Ý 
ÁÝÃ³óùáõÙ Ïû·ïí»Ýù Ñ»ï¨Û³É ïñ³Ù³µ³Ý³Ï³Ý 
ëÇÙíáÉÝ»ñÇó` ÁÝ¹Ñ³ÝñáõÃÛ³Ý ùí³Ýïáñ ∀  (áñÁ 
÷áË³ñÇÝáõÙ ¿ ó³ÝÏ³ó³Í µ³éÇÝ), ·áÛáõÃÛ³Ý ùí³Ýïáñ 
∃ (·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ µ³éÇÝ): Ø³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ³Ý³ÉÇ½áõÙ 
Ù»Ýù áõëáõÙÝ³ëÇñ»Éáõ »Ýù ÑÇÙÝ³Ï³ÝáõÙ Ãí³ÛÇÝ µ³½-
ÙáõÃÛáõÝ»ñ, áñáÝó ï³ññ»ñÁ Ãí»ñ »Ý: 
¸Çóáõù X-Á Ãí³ÛÇÝ µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿, ³ÛëÇÝùÝ RX ⊂ : 
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 1. { }xX =  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ë³ÑÙ³-

Ý³÷³Ï í»ñ¨Çó, »Ã» c∃  ÃÇí, áñ Xx ∈∀ ï³ññ µ³í³ñ³-
ñáõÙ ¿ cx ≤  ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³ÝÁ: c-Ý ÏáãíáõÙ ¿ X µ³½-
ÙáõÃÛ³Ý í»ñÇÝ »½ñ: ´áÉáñ í»ñÇÝ »½ñ»ñÇó ³Ù»Ý³÷áùñÁ, 
»Ã» ³ÛÝ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÏáãíáõÙ ¿ ×ß·ñÇï í»ñÇÝ »½ñ ¨ 
Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ { }xM sup= , Ï³Ù XM sup= : 
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 2. { }xX =  µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ë³ÑÙ³-

Ý³÷³Ï Ý»ñù¨Çó, »Ã» c∃  ÃÇí , áñ Xx ∈∀ ï³ññ µ³í³-
ñ³ñáõÙ ¿ cx ≥  ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³ÝÁ: c-Ý ÏáãíáõÙ ¿ X 
µ³½ÙáõÃÛ³Ý ëïáñÇÝ »½ñ: ´áÉáñ ëïáñÇÝ »½ñ»ñÇó 
³Ù»Ý³Ù»ÍÁ, »Ã» ³ÛÝ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÏáãíáõÙ ¿ ×ß·ñÇï 
ëïáñÇÝ »½ñ ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ { }xm inf= , Ï³Ù Xm inf= : 
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Æñ³í³óÇ ¿ Ñ»ï¨Û³É Ã»áñ»ÙÁ: 
Â»áñ»Ù. ¸Çóáõù { }xX = -Á áã ¹³ï³ñÏ µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿ 

Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ Ù»ç: 
³/ ºÃ» X ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿ í»ñ¨Çó, ³å³ { }xsup∃ -Á: 
µ/ ºÃ» X ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿ Ý»ñù¨Çó, ³å³ { }xinf∃ -Á: 
²ÛÅÙ Ý»ñÙáõÍ»Ýù ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ ·³Õ³÷³ñÁ: 

ÆÝãå»ë Ñ³ÛïÝÇ ¿ Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³ÛÇ ¹åñáó³Ï³Ý 
¹³ëÁÝÃ³óÇó Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ »Ý é³óÇáÝ³É 
¨ Çé³óÇáÝ³É Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ËáõÙµÁ, áñï»Õ é³óÇáÝ³É 

Ãí»ñÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ »Ý Nnm
n

m
∈









,,  ï»ëùáí ·ñíáÕ 

³ÝÏñ×³ï»ÉÇ Ïáïáñ³ÏÝ»ñ, ÇëÏ Çé³óÇáÝ³É Ãí»ñÝ ³ÛÝ 
Ãí»ñÝ »Ý, áñáÝù ï³ëÝáñ¹³Ï³Ý Ïáïáñ³ÏÝ»ñáí 
·ñ³éíáõÙ »Ý áñå»ë ³Ýí»ñç ¨ áã å³ñµ»ñ³Ï³Ý 
Ïáïáñ³ÏÝ»ñ: Æñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý ÁÝ¹É³ÛÝáõÙÁ 
µËáõÙ ¿ ÙÇ ß³ñù ³ñ¹Ç³Ï³Ý ËÝ¹ÇñÝ»ñÇó: ²Ûëå»ë, 
Çñ³Ï³Ý ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí ù³é³ÏáõëÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ 
ÙÇßï ã¿, áñ áõÝÇ Çñ³Ï³Ý ³ñÙ³ïÝ»ñ: úñÇÝ³Ï` 012 =+x  
Ñ³í³ë³ñÙ³Ý Ñ³Ù³ñ ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ Ýáñ Ï»½Í ÙÇ³íáñÇ 
Ý»ñÙáõÍÙ³Ý ·³Õ³÷³ñÁ: 
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 3. z  ÏáÙåÉ»ùë ÃÇí Ï³Ýí³Ý»Ýù z =a+ib 

³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ, áñï»Õ a-Ý ¨ b-Ý Çñ³Ï³Ý Ãí»ñ »Ý, 
ÇëÏ i -Ý ³Ûëå»ë Ïáãí³Í Ï»ÕÍ ÙÇ³íáñ ¿ ¨ áñáßíáõÙ ¿ 

12 −=i Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ùµ: a-Ý Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ Rez=a, b-Ýª 
imz=b: 
a-Ý ÏáãíáõÙ ¿ ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ Çñ³Ï³Ý Ù³ë, ÇëÏ b-Ý 

ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ Ï»ÕÍ Ù³ë: ÀÝ¹áõÝíáõÙ »Ý Ñ»ï¨Û³É »ñÏáõ 
ë³ÑÙ³ÝáõÙÝ»ñÁ: 
1. 1 1 1 2 2 2

,  z a ib z a ib= + = + ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÁ Ñ³Ù³ñíáõÙ »Ý 
ÙÇÙÛ³Ýó Ñ³í³ë³ñ, »Ã» 21 aa =  ¨ 21 bb = : 
2. z =a+ib=0, ³ÛÝ ¨ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »Ã» a=b=0: 
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Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ z =a+ib ÏáÙåÉ»ùë ÃÇí Ï³ñ»ÉÇ ¿ 
Ý»ñÏ³Û³óÝ»É OXY Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ A(a;b) Ï»ïÇ ï»ëùáí: 
ÖÇßï ¿ Ý³¨ Ñ³Ï³é³Ï åÝ¹áõÙÁ, Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ A(a;b) 
Ï»ïÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿ z =a+ib ÏáÙåÉ»ùë ÃÇí: ²ÛÝ 
Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÁ, áñï»Õ Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ »Ý ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÁ, 
Ï³Ýí³Ý»Ýù ÏáÙåÉ»ùë z ÷á÷áË³Ï³ÝÇ Ñ³ñÃáõÃÛáõÝ ¨ 
ÏÝß³Ý³ÏíÇ (z)-áí: 
¶Í³·Çñ 1.-Çó Ñ»ßï ¿ ÝÏ³ï»É, áñ ϕϕ sin,cos rbra == , 

Ñ»ï¨³µ³ñ z=a+ib ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ÏáõÝ»Ý³Ýù`  
             ( )ϕϕ sincos irz += :                                        (1) 
(1) Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ 

»é³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý Ý»ñÏ³Û³óáõÙ: r -Á Ï³Ýí³Ý»Ýù 

ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ Ùá¹áõÉ ¨ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù` 22 bazr +== , 

ÇëÏ ϕ -Ý Ï³Ýí³Ý»Ýù ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ ³ñ·áõÙ»Ýï ¨ 
ÏÝß³Ý³Ï»Ýù`  

2A rg ,   
b

z arctg Z
a

ϕ πκ κ= = + ∈
 

 ÎáÙåÉ»ùë ÃíÇ ³ñ·áõÙÝ»ïÁ áñáßíáõÙ ¿ 2π-Ç 
×ßïáõÃÛ³Ùµ: 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

  
¶Í. 1 

ϕ  

Y  

0  
X  

b  

a  

r  

( )baA ;  
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ºñÏáõ 
1 1 1 2 2 2

,  z a ib z a ib= + = +  Ãí»ñÇ Ñ³Ù³ñ ·áõÙ³ñ ¨ 
ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝ Ïë³ÑÙ³ÝíÇ` 

:)()( 212121 bbiaazz ±+±=±  
ºñÏáõ ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³É ³ë»Éáí ÏÑ³ëÏ³-

Ý³Ýù Ýñ³Ýó µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁ áñå»ë »ñÏ³Ý¹³ÙÝ»ñ: 
ÜÏ³ïÇ áõÝ»Ý³Éáí, áñ 1,;1

34232 =⋅=−=⋅=−= iiiiiiii  ¨ 
³ÛÉÝ, ÏáõÝ»Ý³Ýù.  

)()( 2121212121 baabibbaazz ⋅+⋅+⋅−⋅=⋅ : 
Ð»ßï ¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ »é³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý ï»ëùáí 

³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ÏÁÝ¹áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ. 
              ( ) ( )( )21212121 sincos ϕϕϕϕ +++⋅=⋅ irrzz :                  (2) 
²ÛëÇÝùÝ (2)-Çó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ »ñÏáõ ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñ 

µ³½Ù³å³ïÏ»ÉÇë, µ³½Ù³å³ïÏíáõÙ »Ý Ýñ³Ýó Ùá¹áõÉÝ»-
ñÁ, ÇëÏ ³ñ·áõÙ»ÝïÝ»ñÁ ·áõÙ³ñíáõÙ »Ý: 
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 4. z =a+ib ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ Ñ³Ù³ÉáõÍ ÏáÙå-

É»ùë ÃÇí ÏáãíáõÙ ¿ z =a-ib ÏáÙåÉ»ùë ÃÇíÁ: ´³Å³ÝÙ³Ý 
Ñ³Ù³ñ ÏáõÝ»Ý³Ýù` 

( )( )
( )( ) 2

22
2

2112

2
2

2
2

2121

2222

2211

22

11

2

1

ba

baba
i

ba

bbaa

ibaiba

ibaiba

iba

iba

z

z

+

−
+

+

⋅+⋅
=

−+

−+
=

+

+
=

ºé³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý ï»ëùáí ÏáõÝ»Ý³Ýù. 

          
( ) ( )( )1 1

1 2 1 2

2 2

cos sin :
z r

i
z r

ϕ ϕ ϕ ϕ= − + −

                    
)3(

           
 

(3)-Çó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÁ µ³Å³Ý»ÉÇë 
Ýñ³Ýó Ùá¹áõÉÝ»ñÁ µ³Å³ÝíáõÙ »Ý, ÇëÏ ³ñ·áõÙ»ÝïÝ»ñÁ` 
Ñ³ÝíáõÙ: 

)sin(cos ϕϕ irz += -Ç Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ n-ñ¹ ³ëïÇ×³Ý 
µ³ñÓñ³óÝ»Éáõ Øáõ³íñÇ µ³Ý³Ó¨Á. 
                    ( )ϕϕ nnrz nn sincos += :                             (4) 

¨ n-ñ¹ ³ëïÇ×³ÝÇ ³ñÙ³ï Ñ³Ý»Éáõ Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨Á. 
2 2

5(cos sin ) (cos sin )   ( ),n nnz r r i
n n

ϕ πκ ϕ πκ
ϕ ϕ

+ +
= + = +

 
0 1 2 1, , ...nκ = −  
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úñÇÝ³Ï. ¶ïÝ»É 3 1 –Ç µáÉáñ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ: ú·ïí»Éáí 
(5)-Çó, ÏáõÝ»Ý³Ýù.  

3 1 :
3

20
sin

3

20
cos0sin0cos3 πκπκ +

+
+

=+= ii  î³Éáí 

k=0,1,2 ³ñÅ»ùÝ»ñ, ÏáõÝ»Ý³Ýù.  

2

3

2

1

3

4
sin

3

4
cos

2

3

2

1

3

2
sin

3

2
cos,10sin0cos

2

10

iiz

iiziz

−−=+

+−=+==+=

ππ

ππ

 

ú·ïí»Éáí ϕϕϕ sincos ie i +=  ¾ÛÉ»ñÇ µ³Ý³Ó¨Çó ¨ ÏáÙå-
É»ùë Ãí»ñÇ »é³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý Ý»ñÏ³Û³óáõÙÇó, ÏáõÝ»-
Ý³Ýù.  

( ) zii
ezreirz

arg
sincos ==+= ϕϕϕ : 

 
 

¢2. Âí³ÛÇÝ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñ ¨ Ýñ³Ýó ¢2. Âí³ÛÇÝ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñ ¨ Ýñ³Ýó ¢2. Âí³ÛÇÝ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñ ¨ Ýñ³Ýó ¢2. Âí³ÛÇÝ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñ ¨ Ýñ³Ýó 
ë³ÑÙ³ÝÁ: ²Ýí»ñç ÷áùñ ¨ ³Ýí»ñç Ù»Í ë³ÑÙ³ÝÁ: ²Ýí»ñç ÷áùñ ¨ ³Ýí»ñç Ù»Í ë³ÑÙ³ÝÁ: ²Ýí»ñç ÷áùñ ¨ ³Ýí»ñç Ù»Í ë³ÑÙ³ÝÁ: ²Ýí»ñç ÷áùñ ¨ ³Ýí»ñç Ù»Í 

Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ:Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ:Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ:Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ:    
ÜñÜñÜñÜñ³Ýó Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ:³Ýó Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ:³Ýó Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ:³Ýó Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ:    

²ÝÁÝ¹Ñ³ï ïáÏáëÝ»ñÇ Ñ³ßíáõÙÁ:²ÝÁÝ¹Ñ³ï ïáÏáëÝ»ñÇ Ñ³ßíáõÙÁ:²ÝÁÝ¹Ñ³ï ïáÏáëÝ»ñÇ Ñ³ßíáõÙÁ:²ÝÁÝ¹Ñ³ï ïáÏáëÝ»ñÇ Ñ³ßíáõÙÁ:    
 

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 1. ºÃ» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Nn ∈  µÝ³Ï³Ý ÃíÇÝ 
Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÃÛ³Ý Ù»ç ¿ ¹ñí³Í ( )Rxx nn ∈ Çñ³Ï³Ý 

ÃÇí, ³å³ ,....,....,, 21 nxxx  Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ 

ÏáãíáõÙ ¿ Ãí³ÛÇÝ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ:  
Ð³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù Ïñ×³ï { }nx  

ëÇÙíáÉáí: nx -Á Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ï³ññÝ ¿, ÇëÏ n-Á 
ï³ññÇ Ñ³Ù³ñÁ: Âí³ÛÇÝ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ï³ññ»ñÇ 
³ñÅ»ùÝ»ñÁ Ï³ñáÕ »Ý ÉÇÝ»É ÇÝãå»ë í»ñç³íáñ, ³ÛÝå»ë ¿É 
³Ýí»ñç, ÙÇÝã¹»é Ýñ³ ï³ññ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ³Ýí»ñç ¿: 
úñÇÝ³Ï. nx = n

)1(−  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ï³ññ»ñÝ 
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ÁÝ¹áõÝáõÙ »Ý ÙÇ³ÛÝ »ñÏáõ ³ñÅ»ù` –1 ¨ 1: Ð³×³Ë 
Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ïñíáõÙ ¿ áñ¨¿ µ³Ý³Ó¨áí`ûñÇÝ³Ï. 

:
36

45

+

−
=

n

n
xn

Ð³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ Ï³ñáÕ ¿ ïñí»É Ý³¨ 

³Ý¹ñ³¹³ñÓ µ³Ý³Ó¨áí, ûñÇÝ³Ï.  
:)3(2 21 ≥+= −− nxxx nnn   ax =1  ¨  :2 bx =  

²ÛÅÙ ùÝÝ³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ËÝ¹ÇñÁ, ³åñ³ÝùÇ ·ÇÝÁ Ûáõ-
ñ³ù³ÝãÛáõñ ³Ý·³Ù ¿Å³Ý³óÝáõÙ »Ý ÙÇ¨ÝáõÛÝ ïáÏáëáí, 
·ïÝ»É n-³Ý·³Ù ¿Å³Ý³óÝ»ÉÇë ³åñ³ÝùÇ Ýáñ ·ÇÝÁ: ºÝ-
Ã³¹ñ»Ýù ³åñ³ÝùÇ ·ÇÝÁ x ¹ñ³Ù ¿, ¨ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ³Ý-
·³Ù ¿Å³Ý³óÝáõÙ »Ý ÙÇ¨ÝáõÛÝ P ïáÏáëáí: ä³ñ½ ¿ áñ ³-
é³çÇÝ ³Ý·³Ù ¿Å³Ý³óÝ»Éáõó Ñ»ïá Ýáñ ·ÇÝÁ ÏÉÇÝÇ 

x
PPx

x
100

100

100

−
=− : ºñÏñáñ¹ ³Ý·³Ù ¿Å³Ý³óÝ»Éáõó Ñ»ïá 

ÏÉÇÝÇ` 

x
PP

x
PxPP

x
P

2

100

100

100
1

100

100

100100

100

100

100







 −
=








−

−
=

−
−

−
. : 

Þ³ñáõÝ³Ï»Éáí ³Ûë åñáó»ëÁ, n-ñ¹ ù³ÛÉáõÙ Ù»Ýù 

ÏáõÝ»Ý³Ýù ³åñ³ÝùÇ Ýáñ ·ÇÝÁª 
100

1
100 100

n n

P P
x x

−   
= −   

   
: 

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ ³åñ³ÝùÇ ·ÇÝÁ ÙÇ¨ÝáõÛÝ P ïáÏáëáí n 
³Ý·³Ù Ã³ÝÏ³Ý³Éáõ ¹»åùáõÙ ÏÉÇÝÇ 

100
1

100 100

n n

P P
x x

+   
= +   

   
: 

ê³ÑÙ³ÝáõÙ2. a ÃÇíÁ ÏáãíáõÙ ¿ { }nx  

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³Ý, »Ã» 0>∀ε  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ 
( )εN∃  Ñ³Ù³ñ, áñ ε<− axn , »ñµ ( )εNn ≥ :  

²ëáõÙ »Ý, áñ ³Û¹ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ½áõ·³ÙÇïáõÙ ¿ 
a -ÇÝ: Ð³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ, áñÝ áõÝÇ ë³ÑÙ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ 
½áõ·³Ù»ï, Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ` ï³ñ³Ù»ï: 
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ºÃ» a  ÃÇíÁ ³Û¹ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÝ ¿, 
³å³ ·ñáõÙ »Ýª lim

n
n

x a
→∞

= , Ï³Ù axn → , »ñµ :n → ∞  

ä³ñ½ ¿ Ý³¨, áñ »ñµ ÷áËíáõÙ ¿ 0>ε  ÃÇíÁ, ³å³ 
Ï÷áËíÇ Ý³¨ N  Ñ³Ù³ñÁ, Ñ»ï¨³µ³ñ ( )εNN = :  

úñÇÝ³Ï. ³å³óáõó»É, áñ »ñµ ∞→n , 2
1

32
→

+

+

n

n
 ¨ 

ïñí³Í 0>ε -Ç Ñ³Ù³ñ ·ïÝ»É ( )εN -Á: 

Ð»ßï ¿ ï»ëÝ»É, áñ 
1

1
2

1

32

+
=−

+

+

nn

n
: àôëïÇ ïñí³Í 

0>ε -Ç Ñ³Ù³ñ ε<
+1

1

n
 ï»ÕÇ ÏáõÝ»Ý³, »Ã» 1

1
−>

ε
n : 

²ÛëÇÝùÝ, ( )εN -Ç Ñ³Ù³ñ å»ïù ¿ í»ñóÝ»É 







−1

1

ε
 ÃíÇ 

³ÙµáÕç Ù³ëÁ: ²ÛëåÇëáí, ( ) 





−= 1

1

ε
εN : 

úñÇÝ³Ï 2. ¶ïÝ»É 
( )1

1

32

1

21

1

+
++

⋅
+

⋅
=

nn
xn L  

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÁ: 
nx -Á ·ñ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí` 

:
1

1
1

1

11
...

4

1

3

1

3

1

2

1

2

1
1

+
−=









+
−++








−+








−+








−=

nnn
xn

 

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ »ñµ → ∞n  ³å³ 1
n

x →  Ñ»ï¨³µ³ñ 
a=1, ¨ ÇÝãåÇëÇ ( )εε +− aa ;  ÇÝï»ñí³É í»ñóÝ»Ýù a  
Ï»ÝïñáÝáí, ÇÝï»ñí³ÉÇó ¹áõñë Ï³ñáÕ »Ý ·ïÝí»É ÙÇ³ÛÝ 
³Û¹ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý í»ñç³íáñ Ãíáí ³Ý¹³ÙÝ»ñ: 
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 3. { }nα  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ 

³Ýí»ñç ÷áùñ, »Ã» 0lim =
∞→

n
n

α : 

²ÛÅÙ Ó¨³Ï»ñå»Ýù ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÇ ï»ëáõÃÛ³Ý ÑÇÙÝ³Ï³Ý 
É»ÙÙ³Ý, áñÇó Ù»Ýù Ñ»ï³·³ÛáõÙ Ñ³×³Ë³ÏÇ Ïû·ïí»Ýù: 
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È»ÙÙ³. àñå»ë½Ç a -Ý ÉÇÝÇ { }nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý 

ë³ÑÙ³ÝÁ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ nn ax α+= , 

áñï»Õ { }nα  ³Ýí»ñç ÷áùñ ¿: 

È»ÙÙ³ÛÇ ³å³óáõÛóÝ ³ÏÝÑ³Ûï ¿, ù³ÝÇ áñ, »Ã» a -Ý 
{ }nx -Ç ë³ÑÙ³ÝÝ ¿, ³å³ { }axn −  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý 

ë³ÑÙ³ÝÁ ½ñá ¿, ³ÛëÇÝùÝ { }axn −  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ 

³Ýí»ñç ÷áùñ ¿, áõëïÇ Ýß³Ý³Ï»Ýù` nn ax α=− , 

Ïëï³Ý³Ýù` ,nn ax α+=  áñï»Õ na -Á ³Ýí»ñç ÷áùñ ¿: 

²é³Ýó ³å³óáõÛóÇ Ýß»Ýù ³Ýí»ñç ÷áùñ»ñÇ ¨ ³Ýí»ñç 
Ù»Í»ñÇ ÙÇ ù³ÝÇ ³ÏÝÑ³Ûï Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: 
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 4. { }nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ 

³Ýí»ñç Ù»Í, »Ã» 0>∀C  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ, N∃ , áñ »ñµ Nn > , 
Cxn ≥ : ²Ûë ¹»åùáõÙ ·ñáõÙ »Ýù ∞=nxlim : 

 
 1.ì»ñç³íáñ Ãíáí ³Ýí»ñç ÷áùñ»ñÇ ·áõÙ³ñÁ ³Ýí»ñç 

÷áùñ ¿: 
2.ê³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¨ ³Ýí»ñç ÷áùñ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃ-

ÛáõÝÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ ³Ýí»ñç ÷áùñ ¿: 
3.ì»ñç³íáñ Ãíáí ³Ýí»ñç ÷áùñ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³-

óÇ³Ý ³Ýí»ñç ÷áùñ ¿: 
4.ì»ñç³íáñ Ãíáí ³Ýí»ñç ÷áùñ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ ³Ý-

í»ñç ÷áùñ ¿: 
5. ¼ñá ã¹³ñÓáÕ ³Ýí»ñç ÷áùñÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ ³Ýí»ñç 

Ù»Í ¿, ÇëÏ ³Ýí»ñç Ù»ÍÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ ³Ýí»ñç ÷áùñ ¿: 
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¢3. ¼áõ·³Ù»ï Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ¢3. ¼áõ·³Ù»ï Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ¢3. ¼áõ·³Ù»ï Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ¢3. ¼áõ·³Ù»ï Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ    
Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: ¶áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÇÑ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: ¶áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÇÑ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: ¶áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÇÑ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: ¶áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÇ    

Ñ»ï ¨ ë³ÑÙ³Ý³ÛÇÝ ³ÝóáõÙÝ»ñ:Ñ»ï ¨ ë³ÑÙ³Ý³ÛÇÝ ³ÝóáõÙÝ»ñ:Ñ»ï ¨ ë³ÑÙ³Ý³ÛÇÝ ³ÝóáõÙÝ»ñ:Ñ»ï ¨ ë³ÑÙ³Ý³ÛÇÝ ³ÝóáõÙÝ»ñ:    
 

´»ñ»Ýù ÙÇ ù³ÝÇ Ã»áñ»ÙÝ»ñ, áñáÝù µ³ó³Ñ³ÛïáõÙ »Ý 
½áõ·³Ù»ï Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ï³ñ¨áñ³·áõÛÝ Ñ³ï-
ÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: 
Â»áñ»Ù 1. ºÃ» a -Ý { }nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÝ 

¿ ¨ a P< ( )a P> , ³å³ N∃  Ñ³Ù³ñ, áñ »Ã» Nn > , ³å³ 
Pxn <  ( )

n
x P> : 

Â»áñ»Ù 2. ºÃ» Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ½áõ·³Ù»ï ¿, 
³å³ Ýñ³ ë³ÑÙ³ÝÁ ÙÇ³ÏÝ ¿: 
Â»áñ»Ù 3. ºÃ» Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ½áõ·³Ù»ï ¿, 

³å³ Ý³ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿: 
Â»áñ»Ù 4. ºÃ» { }nx , { }ny , { }nz  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ-

Ý»ñÝ ³ÛÝåÇëÇÝ »Ý, áñ nnn zyx ≤≤ , µáÉáñ n-»ñÇ Ñ³Ù³ñ 
ëÏë³Í ( )11 NnN >  Ñ³Ù³ñÇó ¨ »Ã» azx n

n
n

n
==

∞→∞→
limlim , ³å³ 

{ }ny  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ¨ë ½áõ·³Ù»ï ¿ ¨ ayn
n

=
∞→

lim : 

²å³óáõó»Ýù ³Ûë Ã»áñ»ÙÝ»ñÇó Ã»áñ»Ù 4-Á:  
ø³ÝÇ áñ azx n

n
n

n
==

∞→∞→
limlim , ³å³ 0>∀ε  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ 

1
N∃  ¨ 

2
N  Ñ³Ù³ñÝ»ñ, áñ »ñµ 

1
n N> , εε +<<− axa n , ÇëÏ 

2
n N>  ï»ÕÇ áõÝÇ  εε +<<− aza n : 
Üß³Ý³Ï»Ýù` 

1 2
max( , )N N N= , ³å³ Nn >  ¹»åùáõÙ 

ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï ï»ÕÇ ÏáõÝ»Ý³Ý 
εε +<<<<− azyxa nnn  

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, áñÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 
εε +<<− aya n , ³ÛëÇÝùÝ a -Ý Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ { }ny  

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÁ: ²ÛÅÙ Ó¨³Ï»ñå»Ýù 
Ñ»ï¨Û³É Ã»áñ»ÙÁ, áñÁ ÃáõÛÉ ¿ ï³ÉÇë ë³ÑÙ³Ý áõÝ»óáÕ 
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Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ»ï Ï³ï³ñ»É Ãí³µ³Ý³Ï³Ý 
·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ: 
Â»áñ»Ù 5. ºÃ» { }nx  ¨ { }ny  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÁ 

½áõ·³Ù»ï »Ý` axn
n

=
∞→

lim , byn
n

=
∞→

lim , ³å³ ³) { }nn yx ± , 

µ) { }nn yx ⋅  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ¨ë ½áõ·³Ù»ï »Ý ¨ 

( ) bayx nn
n

±=±
∞→

lim ; ( ) bayx nn
n

⋅=⋅
∞→

lim , ÇëÏ »Ã» 0≠b , ³å³ 

·) 








n

n

y

x
 Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ½áõ·³Ù»ï ¿ ¨ 

b

a

y

x

n

n

n
=

∞→
lim : 

²Ûë Ã»áñ»ÙÇ ³å³óáõÛóÝ»ñÁ µËáõÙ »Ý ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÇ 
ï»ëáõÃÛ³Ý ÑÇÙÝ³Ï³Ý É»ÙÙ³ÛÇó ¨ ³Ýí»ñç ÷áùñ»ñÇ 
Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇó: ²å³óáõó»Ýù Ã»áñ»ÙÇ ·) åÝ¹áõÙÁ:  

òáõÛó ï³Ýù, áñ 








−
b

a

y

x

n

n -Á ³Ýí»ñç ÷áùñ 

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ ¿: 
Æñáù,  

( )1( ) ( )
,n n n n n

n n

n n n n

x bx ay b a a ba a

y b by by y b

α β
α β

− + − +
− = = = −   

áñï»Õ nα -Á ¨ nβ -Á ³Ýí»ñç ÷áùñ »Ý: ø³ÝÇ áñ 








ny
1

 

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿, ÇëÏ 







− nb
a
βαn  

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ³Ýí»ñç ÷áùñ ¿, Ñ»ï¨³µ³ñ 

















− n

n b
a

y
βαn

1
 Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÏÉÇÝÇ ³Ýí»ñç 

÷áùñ (¢2-Ç Ñ³ïÏáõÃÛáõÝ 2): 
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        ¢4. ØáÝáïáÝ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÁ:¢4. ØáÝáïáÝ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÁ:¢4. ØáÝáïáÝ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÁ:¢4. ØáÝáïáÝ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÁ:    
e     ÃÇíÁ: ²ÝÁÝ¹Ñ³ï ïáÏáëÝ»ñÇ Ñ³ßíáõÙÁ:ÃÇíÁ: ²ÝÁÝ¹Ñ³ï ïáÏáëÝ»ñÇ Ñ³ßíáõÙÁ:ÃÇíÁ: ²ÝÁÝ¹Ñ³ï ïáÏáëÝ»ñÇ Ñ³ßíáõÙÁ:ÃÇíÁ: ²ÝÁÝ¹Ñ³ï ïáÏáëÝ»ñÇ Ñ³ßíáõÙÁ:    
 
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 1. { }nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù 

ÙáÝáïáÝ ³×áÕ, »Ã» ³éÏ³ »Ý Ñ»ï¨Û³É 
³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ 

...... ≤≤≤≤≤≤ +1321 nn xxxxx  
³ÛëÇÝùÝ 1+≤ nn xx , :Nn∈∀  

ºÃ» ó³ÝÏ³ó³Í Nn ∈ -Ç Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ 1+< nn xx , 

³å³ { }nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ËÇëï, Ï³Ù 
¿³å»ë ÙáÝáïáÝ ³×áÕ: 
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 2. { }nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ 

ÙáÝáïáÝ Ýí³½áÕ, Ï³Ù ¿³å»ë ÙáÝáïáÝ Ýí³½áÕ, »Ã» 
Nn∈∀ -Ç Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ 1+≥ nn xx  Ï³Ù 1+> nn xx  ³ÝÑ³-

í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: ØáÝáïáÝ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÝ»ñÁ 
ûÅïí³Í »Ý Ñ»ï¨Û³É Ï³ñ¨áñ³·áõÛÝ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñáí: 
Â»áñ»Ù 1. ºÃ» { }nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÙáÝáïáÝ 

³×áÕ ¿ ¨ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï í»ñ¨Çó, ³å³ Ý³ ½áõ·³Ù»ï ¿: 
Â»áñ»Ù 2. ºÃ» { }nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÙáÝáïáÝ 

Ýí³½áÕ ¿ ¨ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï Ý»ñù¨Çó, ³å³ Ý³ ½áõ·³Ù»ï 
¿: 
²å³óáõó»Ýù Ã»áñ»Ù1.-Á: ø³ÝÇ áñ { }nx  

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿ í»ñ¨Çó, ³å³ ∃  
{ } axSup n = : ²å³óáõó»Ýù, áñ

 
axn

n
=

→0
lim : Àëï í»ñÇÝ »½ñÇ 

ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý axn ≤ : ØÛáõë ÏáÕÙÇó ∀ ε>0 ¹»åùáõÙ ε−a -Á 

¹³¹³ñáõÙ ¿ í»ñÇÝ »½ñ ÉÇÝ»Éáõó (ù³ÝÇ áñ a -Ý í»ñÇÝ 
»½ñ»ñÇó ÷áùñ³·áõÛÝÝ ¿), áõëïÇ { }nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ý 
Ù»ç Ï·ïÝíÇ 0n  Ñ³Ù³ñáí ³ÛÝåÇëÇ ³Ý¹³Ù 0n

x , áñ 

ε−> axn0
 ¨ ù³ÝÇ áñ { }nx -Á ÙáÝáïáÝ ³×áÕ ¿, ³å³ 

ε−> axn , »ñµ 0nn > , ÏáõÝ»Ý³Ýù` 
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εε +<<− axa n  

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, Ï³Ù áñ ÝáõÛÝÝ ¿ axn
n

=
→∞

lim : 

²ÛÅÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù 
n

n n
x 








+=

1
1  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ: 

²Ûë Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ ÙáÝáïáÝ ³×áÕ ¿ ¨ 
ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ¿ í»ñ¨Çó 3 Ãíáí, Ñ»ï¨³µ³ñ Áëï Ã»áñ»Ù 
1-Ç ÏÉÇÝÇ ½áõ·³Ù»ï: Üñ³ ë³ÑÙ³ÝÁ ÁÝ¹áõÝí³Í ¿ 
Ýß³Ý³Ï»É e  ï³éáí: e -Ý Çé³óÇáÝ³É ÃÇí ¿, e ≈2,71829…: 
ºÃ» Éá·³ñÇÃÙÇ ÑÇÙùÁ e  ¿, ³å³ ³ÛÝ ÏáãíáõÙ ¿ µÝ³Ï³Ý 
Éá·³ñÇÃÙ ¨ ·ñíáõÙ ¿ ln -áí:  
 
 
 

 
¢¢¢¢4444. ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·³Õ³÷³ñÁ, ÑÇÙÝ³Ï³Ý ï³ññ³Ï³Ý. ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·³Õ³÷³ñÁ, ÑÇÙÝ³Ï³Ý ï³ññ³Ï³Ý. ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·³Õ³÷³ñÁ, ÑÇÙÝ³Ï³Ý ï³ññ³Ï³Ý. ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·³Õ³÷³ñÁ, ÑÇÙÝ³Ï³Ý ï³ññ³Ï³Ý    

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ: ¼áõÛ·, Ï»Ýï å³ñµ»ñ³Ï³ÝýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ: ¼áõÛ·, Ï»Ýï å³ñµ»ñ³Ï³ÝýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ: ¼áõÛ·, Ï»Ýï å³ñµ»ñ³Ï³ÝýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ: ¼áõÛ·, Ï»Ýï å³ñµ»ñ³Ï³Ý    
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ: Ð³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³:ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ: Ð³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³:ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ: Ð³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³:ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ: Ð³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³:    

 
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 1. ¸Çóáõù X ¨ Y-Á Ãí³ÛÇÝ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ»ñ 

»Ý, ¨ ïñí³Í ¿ ÇÝã áñ ÙÇ ûñ»Ýù, áñáí X-Ç Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ x 
ÃíÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÃÛ³Ý Ù»ç ¿ ¹ñí³Í Y-Ç ×Çßï Ù»Ï 
y ÃÇí: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ³ëáõÙ »Ý, áñ ïñí³Í ¿ ýáõÝÏóÇ³ X-Çó  
Y-Ç íñ³, ¨ ·ñáõÙ »Ý ( )xfy = : 
X µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáßÙ³Ý 

ïÇñáõÛÃ ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ ( )fD -áí, ³ÛëÇÝùÝ ( )fDX = , ÇëÏ 
Y-Ç ÁÝ¹áõÝ³Í Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ÏáãíáõÙ ¿ 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝ, áñÁ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ 

( )fE -áí: ( )xfy =  ·ñáõÃÛ³Ý ¹»åùáõÙ x-Á ÏáãíáõÙ ¿ 
³ñ·áõÙ»Ýï, Ï³Ù ³ÝÏ³Ë ÷á÷áË³Ï³Ý, ÇëÏ y-Á Ï³ËÛ³É 
÷á÷áË³Ï³Ý Ï³Ù ýáõÝÏóÇ³: ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³Ý 
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ÏáãíáõÙ ¿ ÷áËÙÇ³ñÅ»ù, »Ã» ( ) YfE =  ¨ ó³ÝÏ³ó³Í 
( ) ( )2121 xfxfxx ≠⇒≠ , ( ) ( )( )Yxfxf ∈21 , : 

ÐÇÙÝ³Ï³Ý ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ »Ý Ñ³Ý¹Çë³-
ÝáõÙ ³ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ, óáõóã³ÛÇÝ, Éá·³ñÇÃ-
Ù³Ï³Ý,  »é³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý ¨ Ñ³Ï³¹³ñÓ »é³ÝÏÛáõ-
Ý³ã³÷³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ: 
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 2. ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³Ý Ï³Ýí³Ý»Ýù ½áõÛ· 

ýáõÝÏóÇ³, »Ã» ( )fDx∈∀  ï»ÕÇ áõÝÇ ( ) ( )xfxf =−  
Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ( )( )fDx∈− : úñÇÝ³Ï` ( ) ,cosxxf =  

( ) 23 24 +−= xxxf  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ½áõÛ· »Ý: 
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 3. ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³Ý Ï³Ýí³Ý»Ýù Ï»Ýï 

ýáõÝÏóÇ³, »Ã» ( ) ( )fDxfDx ∈−⇒∈∀  ¨ ï»ÕÇ áõÝÇ 
( ) ( )xfxf −=− : úñÇÝ³Ï` 3( ) ,  ( ) sinf x x x f x x= + =   

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ Ï»Ýï »Ý: 
ºÝÃ³¹ñ»Ýù ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³Ý ÷áËÙÇ³ñÅ»ù ¿, 

³å³ Áëï ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Yyy ∈,, 21 , »Ã» 21 yy ≠ , ³å³ 
Ýñ³Ýù X-Ç íñ³ ÏáõÝ»Ý³Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ 

21 xx ≠ , ÁÝ¹ áñáõÙ ( )11 xfy =  ¨ ( )22 xfy = : ²ÛëåÇëáí Y-Ç 
Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ y-ÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÃÛ³Ý Ù»ç ¿ 
¹ñíáõÙ ÙÇ³Ý·³Ù³ÛÝ áñáß³ÏÇ Xx∈ : Y µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ X-Ç 
íñ³ ³ñï³å³ïÏ»ñáÕ ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ f  
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³ ¨ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿ 1−f : 
ÜÏ³ï»Ýù, áñ ( )xfy =  ¨ ( )yfx 1−=  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ 
·ñ³ýÇÏÝ»ñÁ ÝáõÛÝÝ »Ý, ÇëÏ ( )xfy =  ¨ ( )xfy 1−=  
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ·ñ³ýÇÏÝ»ñÁ ëÇÙ»ïñÇÏ (Ñ³Ù³ã³÷) »Ý 
y=x áõÕÕÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ: Üß»Ýù ³ÛÝ ÑÇÙÝ³Ï³Ý 
Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, áñáÝù óáõÛó »Ý ï³ÉÇë, Ã» ÇÝãå»ë »Ý 
Ï³åí³Í áõÕÇÕ ¨ Ñ³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ: 
1) ºÃ» ( )xg -Á ( )xf -Ç Ñ³Ï³¹³ñÓÝ ¿, ³å³ ( )xf -Á 

( )xg -Ç Ñ³Ï³¹³ñÓÝ ¿ ¨ ( ) ( )fEgD = , ( ) ( )gEfD = : 
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2) ( )fD -Ç Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ x-Ç Ñ³Ù³ñ ³éÏ³ ¿ 
( )( ) xxfg =  Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ (ÇÝãå»ë Ý³¨ 

( ) ( )( ) xxgffEx =⇒∈∀ ): 
3) y = f (x) ýáõÝÏóÇ³Ý ËÇëï ÙáÝáïáÝ ³×áÕ (Ýí³½áÕ) 

¿ ¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï, ³å³ Ýñ³ Ñ³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³Ý ¨ë 
ÙáÝáïáÝ ³×áÕ (Ýí³½áÕ) ¿ ¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï: 

 
 
 
¢ ¢ ¢ ¢ 5555. üáõÝÏóÇ³ÛÇ. üáõÝÏóÇ³ÛÇ. üáõÝÏóÇ³ÛÇ. üáõÝÏóÇ³ÛÇ    ë³ÑÙ³ÝÇ ·³Õ³÷³ñÁ: ë³ÑÙ³ÝÇ ·³Õ³÷³ñÁ: ë³ÑÙ³ÝÇ ·³Õ³÷³ñÁ: ë³ÑÙ³ÝÇ ·³Õ³÷³ñÁ:     

²ç³ÏáÕÙÛ³Ý ¨ Ó³Ë³ÏáÕÙÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÝ»ñ: ²ç³ÏáÕÙÛ³Ý ¨ Ó³Ë³ÏáÕÙÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÝ»ñ: ²ç³ÏáÕÙÛ³Ý ¨ Ó³Ë³ÏáÕÙÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÝ»ñ: ²ç³ÏáÕÙÛ³Ý ¨ Ó³Ë³ÏáÕÙÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÝ»ñ:     
²é³çÇÝ Ýß³Ý³íáñ ë³ÑÙ³ÝÁ²é³çÇÝ Ýß³Ý³íáñ ë³ÑÙ³ÝÁ²é³çÇÝ Ýß³Ý³íáñ ë³ÑÙ³ÝÁ²é³çÇÝ Ýß³Ý³íáñ ë³ÑÙ³ÝÁ: : : :     

 

Ü³Ë a  Ï»ïÇ δ ßñç³Ï³Ûù ³ë»Éáí ÏÑ³ëÏ³Ý³Ýù 
δ<− ax , Ï³Ù áñ ÝáõÛÝÝ ¿ δδ +<<− axa  ³ÝÑ³í³ë³-

ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ x Ï»ï»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñÁ 
ÏÝß³Ý³Ï»Ýù ( )aδU , ÇëÏ »Ã» ³Û¹ ÙÇç³Ï³ÛùÇó ¹»Ý 

Ý»ï»Ýù a  Ï»ïÁ, ³å³ ³ÛÝ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù` ( )aδ

•

U : 
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 1. A ÃÇíÁ ÏáãíáõÙ ¿ ( )xf  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

ë³ÑÙ³Ý x-Á a -ÇÝ Ó·ï»ÉÇë, »Ã» ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ a  
Ï»ïÇ ÇÝã-áñ ßñç³Ï³ÛùáõÙ, µ³óÇ ·áõó» ÙÇ³ÛÝ a  Ï»ïÇó, ¨ 

0>∀ε , ( ) 0>∃ εδ , ∀ x ( )aδ

•

∈U ⇒ ( ) ε<− Axf : 

êÇÙíáÉÇÏ ³ÛÝ ·ñáõÙ »Ý
 

( ) Axf
ax

=
→

lim , Ï³Ù ( ) Axf → , »ñµ 

ax → : ºÃ» ( )xf  ýáõÝÏóÇ³Ý a  Ï»ïáõÙ ë³ÑÙ³Ý ãáõÝÇ, 
µ³Ûó ∃ ( )xf

ax
ax

>
→

lim , ³ÛÝ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù ( )0+af : Ð³Ù³-

å³ï³ëË³Ý³µ³ñ, »Ã» ∃ ( ) ( )0lim −=
<
→

afxf

ax
ax

 ë³ÑÙ³ÝÁ, 

³å³ ³ÛÝ Ï³Ýí³Ý»Ýù ( )xf  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ó³Ë³ÏáÕÙÛ³Ý 
ë³ÑÙ³Ý: 
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úñÇÝ³Ï. ( ) 1

1

2 −= xxf  : ¶ïÝ»É ( )01+f -Ý ¨ ( )01−f -Ý: 

( ) +∞==+ −

>
→

1

1

1
1

2lim01 x

x
x

f , ù³ÝÇ áñ, »ñµ 01,1 >−> xx
x
 

Ñ»ï¨³µ³ñ +∞→
−1

1

x
, »ñµ 1→x : 

( ) 02lim01 1

1

1
1

==− −

<
→

x

x
x

f , ù³ÝÇ áñ 01,1 <−< xx , Ñ»ï¨³µ³ñ 

−∞→
−1

1

x
, »ñµ 1→x : 

²ÝóÝ»Ýù ÙÇ ù³ÝÇ Ýß³Ý³íáñ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÇ Ñ³ßí»ÉáõÝ: 

³) ²å³óáõó»Ýù, áñ 1
x

sinx
lim

0x
=

→
, 

2
0

π
<< x : 

 
¸Çï³ñÏ»Ýù R ß³é³íÕáí ßñç³Ý, áñÇ Ï»ÝïñáÝÁ 

·ïÝíáõÙ ¿ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ëÏ½µÝ³Ï»ïáõÙ 
¨ xAOB =∠ , tgxAC = : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Y  

C  

A  

B  

X  
O 

x 
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¶Í³·ñÇó Ñ»ßï ¿ ÝÏ³ï»É, áñ 
OACOABsekOAB SSS ∆∆ <<

.
 

³ÛëÇÝùÝ 
222

sin 222
tgxRxRxR

<< , áñï»ÕÇó Ïëï³Ý³Ýù` 

tgxxx <<sin : ºñµ 
2

0
π

<< x  ëï³óí³Í ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃ-

ÛáõÝÁ µ³Å³Ý»Éáí xsin -Ç íñ³ Ïëï³Ý³Ýù 1
sin

cos <<
x

x
x : 

²Ûë ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ×Çßï ÏÉÇÝ»Ý Ý³¨, »ñµ 

0
2

<<− x
π

, ù³ÝÇ áñ 
x
xsin
 ¨ xcos  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ½áõÛ· »Ý: 

ø³ÝÇ áñ ³Ûë ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ó³Ë ¨ ³ç ÏáÕÙ»ñÁ 
Ó·ïáõÙ »Ý 1-Ç, Ñ»ï¨³µ³ñ Áëï ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÇ ï»ëáõÃÛ³Ý 

Ñ³ÛïÝÇ Ã»áñ»ÙÇó 1
x

sinx
lim

1x
=

→
: 

2. ú·ïí»Éáí e ÃíÇ ë³ÑÙ³ÝÇó Ï³ñ»ÉÇ ¿ ³å³óáõó»É, 

áñ e
x

x

x
=








+

∞→

1
1lim : Ø³ëÝ³íáñ³å»ë, ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ÷á-

Ë³ñÇÝÙ³Ý ×³Ý³å³ñÑáí Ïëï³Ý³Ýù` ( ) ex
x

x
=+

→

1

1lim
0

: 

    
    
    

¢¢¢¢6666. üáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ, Ã»áñ»ÙÝ»ñ. üáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ, Ã»áñ»ÙÝ»ñ. üáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ, Ã»áñ»ÙÝ»ñ. üáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ, Ã»áñ»ÙÝ»ñ    
³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ù³ëÇÝ:³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ù³ëÇÝ:³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ù³ëÇÝ:³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ù³ëÇÝ:    
î³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ:î³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ:î³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ:î³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ:    
²ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý û·ï³·áñÍáõÙÁ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñ²ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý û·ï³·áñÍáõÙÁ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñ²ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý û·ï³·áñÍáõÙÁ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñ²ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý û·ï³·áñÍáõÙÁ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñ    

Ñ³ßí»ÉÇë:Ñ³ßí»ÉÇë:Ñ³ßí»ÉÇë:Ñ³ßí»ÉÇë:    
    

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. 0xx =  Ï»ïÇ ÇÝã-áñ ßñç³Ï³ÛùáõÙ 

áñáßí³Í ( )xf  ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï 0x  

Ï»ïáõÙ, »Ã» 
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( ) ( )
0

0

lim
x x

f x f x
→

=  ³ÛëÇÝùÝ  ( ) ( )( )
0 0

lim lim
x x x x

f x f x
→ →

=  

²ÛëåÇëáí 0x  Ï»ïáõÙ ( )xf  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃ-

ÛáõÝÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ Ñ»ï¨Û³É å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ. 
³) ( )xf  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ 0x  Ï»ïáõÙ ¨ Ýñ³ áñáß 

ßñç³Ï³ÛùáõÙ: 
µ) ( ) ( )0

xx
xfxflim

0

=∃
→

: 

î»ÕÇ áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É åÝ¹áõÙÁ. 
´áÉáñ ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý ´áÉáñ ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý ´áÉáñ ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý ´áÉáñ ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý 

Çñ»Ýó áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃáõÙ:Çñ»Ýó áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃáõÙ:Çñ»Ýó áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃáõÙ:Çñ»Ýó áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃáõÙ:    
úñÇÝ³Ï: òáõÛó ï³Ýù áñ xsin -Á, Rx∈ -áõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿: 

ú·ïí»Éáí`
22

2 00
0

xxxx
xx

+−
=− cossinsinsin  

µ³Ý³Ó¨Çó ¨ ÝÏ³ïÇ áõÝ»Ý³Éáí` 1
2

0 ≤
+ xx

cos , ÇëÏ 

22

00 xxxx −
≤

−
sin , Ïëï³Ý³Ýù 00 xxxx −≤− sinsin : 

Ð»ï¨³µ³ñ ⇒→ 0xx 00 →− xx sinsin : 

²é³Ýó ³å³óáõÛóÇ Ýß»Ýù ÷³Ï Ñ³ïí³ÍáõÙ ³ÝÁÝ¹-
Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ÙÇ ù³ÝÇ ·Éáµ³É Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñ: 
Â»áñ»Ù 1. (´áÉó³Ýá-ÎáßÇ) ºÃ» ( )xf  ýáõÝÏóÇ³Ý 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ [ ]ba;  Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ¨ Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙ ÁÝ-
¹áõÝáõÙ ¿ ï³ñµ»ñ Ýß³ÝÇ ³ñÅ»ùÝ»ñ, ³ÛëÇÝùÝ 

( ) ( ) 0<⋅ bfaf , ³å³ ( )ba; -áõÙ Ï·ïÝíÇ ·áÝ» Ù»Ï c Ï»ï, áñ 

( ) 0=cf : 
Â»áñ»Ù 2. (´áÉó³Ýá-ÎáßÇ) ºÃ» ( )xf  ýáõÝÏóÇ³Ý 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ [ ]ba; -áõÙ ¨ ( ) ( ) ( )BABbfAaf <== , , ³å³ 
ÇÝãåÇëÇÝ ¿É ÉÇÝÇ C-Ýª [ ]baBCA ;,<< -Ç Ý»ñëáõÙ ÙÇßï 
Ï·ïÝíÇ ÙÇ ³ÛÝåÇëÇ c Ï»ï, áñ ( ) Ccf = : 
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Â»áñ»Ù 3. (ì³Û»ñßïñ³ë) ºÃ» ( )xf  ýáõÝÏóÇ³Ý ³-
ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ [ ]ba;  Ñ³ïí³ÍÇ íñ³, ³å³ Ý³ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï 
¿, ³ÛëÇÝùÝ ,0>∃C áñ 

 [ ] ( ) Cxfbax ≤⇒∈∀ ; : 

Â»áñ»Ù 4. (ì³Û»ñßïñ³ë) ºÃ» ( )xf  ýáõÝÏóÇ³Ý 
³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ [ ]ba;  Ñ³ïí³ÍÇ íñ³, ³å³ Ýñ³ Ñ³Ù³ñ 
×ß·ñÇï í»ñÇÝ ¨ ëïáñÇÝ »½ñ»ñÁ Ñ³ë³Ý»ÉÇ »Ý: ²ÛÉ Ï»ñå 
³ë³Í, »Ã» { }

[ ] [ ]
{ } mf(x)infM,f(x)Sup

ba;xba;x

==
∈∈

, ³å³ [ ]ba;  

Ñ³ïí³ÍáõÙ Ï·ïÝí»Ý ³ÛÝåÇëÇ 21 ,cc  Ï»ï»ñ, 
áñ mcfMcf == )(,)( 21 : 
²ÛÅÙ û·ïí»Éáí ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÇó` 

Ñ³ßí»Ýù ÙÇ ù³ÝÇ Ýß³Ý³íáñ ë³ÑÙ³ÝÝ»ñ, áñáÝóÇó Ù»Ýù 
Ñ»ï³·³ÛáõÙ û·ïí»Éáõ »Ýù : 

3.
( )

:log
1log

lim
0

e
x

x
a

a

x
=

+

→
 

Æñáù, û·ïí»Éáí Éá·³ñÇÃÙ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÇó ¨ ( ) ex
x

x
=+

→

1

1lim
0

 ë³ÑÙ³ÝÇó, 

ÏáõÝ»Ý³Ýùª 
 

1

0 0 0

1

0

1 1
1 1

1

log ( )
lim lim log ( ) lim log ( )

log lim( ) log :

a x
a a

x x x

x
a a

x

x
x x

x x

x e

→ → →

→

+
= + = + =

= + =

 

Ø³ëÝ³íáñ³å»ë, ea =  ¹»åùáõÙ ÏáõÝ»Ý³Ýù`  

:1
x

x)ln(1
lim

0x
=

+
→  

4. ( ):1,0ln
1

lim
0

≠>=
−

→
aaa

x

a
x

x
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Üß³Ý³Ï»Ýù` ( )txtata a

xx +=⇒+=⇒=− 1log11 : ä³ñ½ 

¿, áñ »ñµ :0t0x →⇒→  ÎÇñ³é»Éáí 3. ë³ÑÙ³ÝÁ, 
ÏáõÝ»Ý³Ýùª 
 

0 0

1 1

1
lim lim ln e :

log ( ) log

x

x t
a a

a t

x t e→ →

−
= = =

+
 

 
Ø³ëÝ³íáñ³å»ë, ea =  ¹»åùáõÙ ÏáõÝ»Ý³Ýù`  

0

1
1lim :

x

x

e

x→

−
=  

5. 
0

1 1
1

α

→

+ −
=

( )
lim :
x

x

x
 

Üß³Ý³Ï»Ýù βx α =−+ 11 )( , å³ñ½ ¿, áñ »ñµ 

:00 →⇒→ βx  ²Ûëï»ÕÇó ÏáõÝ»Ý³Ýù` ( ) ,11 β
α

+=+ x  
( ) ( )βα +=+ 1ln1ln x : ÜÏ³ïÇ áõÝ»Ý³Éáí í»ñçÇÝë, 

ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

:11
)1ln(

lim
)1ln(

lim
1)1(

lim
000

ααα
β

β
β

α

=⋅⋅=
+

+
=

−+
→→→ x

x

x

x

xx
 

 
 
¢7¢7¢7¢7    üáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ, Ýñ³ Ù»Ë³ÝÇÏ³Ï³Ý, üáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ, Ýñ³ Ù»Ë³ÝÇÏ³Ï³Ý, üáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ, Ýñ³ Ù»Ë³ÝÇÏ³Ï³Ý, üáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ, Ýñ³ Ù»Ë³ÝÇÏ³Ï³Ý,     

»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý    ÇÙ³ëïÝ»ñÁ:ÇÙ³ëïÝ»ñÁ:ÇÙ³ëïÝ»ñÁ:ÇÙ³ëïÝ»ñÁ:    
 
¸Çóáõù y=f(x) ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ );( bax ∈ -áõÙ: 

ºÝÃ³¹ñ»Ýù 00 ),;( xbax ∈ -ÇÝ ï³Ýù ³ÛÝåÇëÇ x∆ ³×, áñ 

:);(),0,0( baxxxx ∈∆+<∆>∆ ¶ïÝ»Ýù f(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇÝ 
Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ýª )()( 00 xfxxfy −∆+=∆ ³×Á: 

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. ºÃ» 
x

y

x

xfxxf

xx ∆

∆
=

∆

−∆+
∃

→∆→∆ 0

00

0
lim

)()(
lim  

ë³ÑÙ³ÝÁ, ³å³ ³ÛÝ Ï³Ýí³Ý»Ýù ( )xf  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
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³Í³ÝóÛ³É 0x  Ï»ïáõÙ ¨ Ï·ñ»Ýù )(' 0xf  Ï³Ù )(' 0xy  

áõÕÕ³ÏÇ y′  Ï³Ù 
dx

dy
: ºÃ» 0x Ï»ïáõÙ ( )xf  áõÝÇ í»ñç³íáñ 

³Í³ÝóÛ³É, ³å³ Ï³ë»Ýù, áñ ³Û¹ Ï»ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý 
³Í³Ýó»ÉÇ ¿: 
Â»áñ»Ù. îíÛ³É Ï»ïáõÙ ³Í³Ýó»ÉÇ ýáõÝÏóÇ³Ý ³Û¹ 

Ï»ïáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿: 

Æñáù, Áëï å³ÛÙ³ÝÇ )('lim
0

xf
x

y

x
=

∆

∆
∃

→∆
 ë³ÑÙ³ÝÁ: 

x
x

y
y ∆

∆

∆
=∆  ÝáõÛÝáõÃÛ³Ý Ù»ç ³ÝóÝ»Éáí ë³ÑÙ³ÝÇ, 

ÏáõÝ»Ý³Ýù`  ( ) 00limlimlim
000

=⋅′=∆
∆

∆
=∆

∆

∆
=∆

→∆→∆→∆
xfx

x

y
x

x

y
y

xxx
: 

Ð³Ï³é³Ï åÝ¹áõÙÁ ×Çßï ã¿: úñÇÝ³Ï y x=  

ýáõÝÏóÇ³Ý x=0 Ï»ïáõÙ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿, µ³Ûó ³Í³Ýó»ÉÇ ã¿: 
Ð»ßï ¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³Ý x=0 Ï»ïáõÙ 
³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿`  

xy =

0

Y

X

·Í.1 
f(0)=f(0-0)=f(0+0)=0: òáõÛó ï³Ýù, áñ ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³Ý 

x=0 Ï»ïáõÙ ³Í³ÝóÛ³É ãáõÝÇ:  
Æñáù, ( ) ( ) xxxfxf ∆=−∆+=−∆+ 000 : 

Ð³ßí»Ýù, Çñáù, xxxfxf ∆=−∆+=−∆+ 00)()0( :  

1limlim)00(',1limlim)00('
0000
0000

=
∆

∆
=

∆

∆
=+−=

∆

∆−
=

∆

∆
=−

>∆>∆<∆<∆
→∆→∆→∆→∆ x

x

x

x
f

x

x

x

x
f

xxxx
xxxx

: 
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Ð»ï¨³µ³ñ, Áëï ë³ÑÙ³ÝÇ ÙÇ³ÏáõÃÛ³Ý Ã»áñ»ÙÇ 
( )f x x=  ýáõÝÏóÇ³Ý 

0
0x =  Ï»ïáõÙ ë³ÑÙ³Ý ãáõÝÇ: 

²ÛÅÙ Ýß»Ýù ³Í³ÝóÛ³ÉÇ Ù»Ë³ÝÇÏ³Ï³Ý ÏÇñ³éáõÃÛáõÝÁ: 
ºÝÃ³¹ñ»Ýù ÝÛáõÃ³Ï³Ý Ï»ïÁ ß³ñÅíáõÙ ¿ áõÕÇÕ ·Íáí 
S=f(t) ûñ»Ýùáí, áñï»Õ t-Ý Å³Ù³Ý³ÏÝ ¿, ÇëÏ S-Á ³Û¹ 
Å³Ù³Ý³Ï³ÙÇçáóáõÙ ³Ýó³Í ×³Ý³å³ñÑÝ ¿: Üß»Ýù 
Å³Ù³Ý³ÏÇ áñ¨¿ 0t å³Ñ: 

²Û¹ å³ÑÇÝ Ï»ïÁ ³ÝóÝ»É ¿ )( 00 tfS =  Ö³Ý³å³ñÑ: 

øÝÝ³ñÏ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ËÝ¹ÇñÁª áñáß»É ÝÛáõÃ³Ï³Ý Ï»ïÇ 
³ñ³·áõÃÛáõÝÁ Å³Ù³Ý³ÏÇ 0t  å³ÑÇÝ: ¸Çï³ñÏ»Ýù 

Å³Ù³Ý³ÏÇ tt ∆+0  å³Ñ: Üñ³Ý ÏÑ³Ù³å³ï³ëË³ÝÇ 

)( 0 ttfS ∆+=  ×³Ý³å³ñÑ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ 0ttt −=∆  å³ÑÇÝ 

Ï»ïÁ Ï³ÝóÝÇ )()( 000 tfttfSSS −∆+=−=∆  ×³Ý³å³ñÑ: 

S∆
0S

S

·Í.2 
 

 t∆  Å³Ù³Ý³Ï³Ñ³ïí³ÍáõÙ ß³ñÅÙ³Ý ÙÇçÇÝ ³ñ³-

·áõÃÛáõÝÁ VÙÇç. ÏáñáßíÇ VÙÇç.=
t

S

∆

∆
 µ³Ý³Ó¨áí:  

ÀÝ¹áõÝáõÙ »Ýù, áñ Å³Ù³Ý³ÏÇ ëÏ½µÝ³Ï³Ý å³ÑÁ 0t -Ý 

ýÇùëí³Í ¿, ÇëÏ t∆ –Ý ÷á÷áË³Ï³Ý ¿: ²Û¹ ¹»åùáõÙ VÙÇç.-Á 
¨ë ÏÉÇÝÇ ÷á÷áË³Ï³Ý Ï³Ëí³Í t∆ –Çó: 0t  å³ÑÇó 

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý 0V ³ñ³·áõÃÛ³ÝÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù VÙÇç.-Ç 
ë³ÑÙ³ÝÁ, »ñµ 0→∆t , ³ÛëÇÝùÝª 

0
0

lim :
t

S
V

t∆ →

∆
=

∆
 

²ÛëåÇëáí, áñå»ë½Ç Ñ³ßí»Ýù Å³Ù³Ý³ÏÇ 0t  å³ÑÇÝ 

0V ³ñ³·áõÃÛáõÝÁ ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ Ñ³ßí»É 
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( ) ( ) ( )0
00

0
lim tS

t

tfttf

t
′=

∆

−∆+
→∆

 ë³ÑÙ³ÝÁ: ²ÛëÇÝùÝ ÝÛáõÃ³Ï³Ý 

Ï»ïÇ áõÕÕ³·ÇÍ ß³ñÅÙ³Ý V ³ñ³·áõÃÛáõÝÁ Å³Ù³Ý³ÏÇ t 
å³ÑÇÝ ¹³ S(t) ×³Ý³å³ñÑÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ ¿ Áëï t 
Å³Ù³Ý³ÏÇ: 
²ÛÅÙ µ³ó³Ñ³Ûï»Ýù ³Í³ÝóÛ³ÉÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý 

ÇÙ³ëïÁ: ¸Çï³ñÏ»Ýù y=f(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ: 
üÇùë»Ýù );( ba  ÙÇç³Ï³ÛùÇ 0x Ï»ïÁ ¨ x∆ ³×Á í»ñóÝ»Ýù 

³ÛÝå»ë, áñ );(0 baxx ∈∆+  (ïíÛ³É ¹»åùáõÙ 0→∆x ): 

 
 

( )xfy =

M

C

B
A

0ϕ

0 X

Y

(xfy =

M

C

N

A

0ϕ

0 X

Y

B
)

a b ·Í.3 
 
 

))(;()),(;( 0000 xxfxxCxfxA ∆+∆+  Ï»ï»ñáí ³ÝóÝáÕ 
áõÕÇÕÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù )(xfy =  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ Ýßí³Í 
Ï»ï»ñáí ³ÝóÝáÕ Ñ³ïáÕ: 
Üß³Ý³Ï»Ýù CAB∠ -Ý ( )x∆ϕ -áí, ³å³ ABC 

áõÕÕ³ÝÏÛáõÝ »é³ÝÏÛáõÝáõó Ïëï³Ý³Ýùª 

x

y
xtg

∆

∆
=∆ )(ϕ : 

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. ºÃ» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ AC Ñ³ïáÕÇ 
ë³ÑÙ³Ý³ÛÇÝ ¹ÇñùÁ, »ñµ C Ï»ïÁ ÙÝ³Éáí y=f(x) 
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ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ íñ³ Ó·ïáõÙ ¿ A-ÇÝ ( Ï³Ù »ñµ 
0→∆x ), ³å³ ë³ÑÙ³Ý³ÛÇÝ ¹ÇñùÁª AM-Á ÏáãíáõÙ ¿ y=f(x) 

ÏáñÇÝ A Ï»ïáõÙ ï³ñí³Í ßáß³÷áÕ: 
ê³ÑÙ³ÝáõÙÇó µËáõÙ ¿, áñ »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ y=f(x) 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ A Ï»ïÇó ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÁ, Ï³Ù 
·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0

0
)(lim ϕϕ =∆

→∆
x

x  ë³ÑÙ³ÝÁ, ³å³ 

00 )(' ϕtgxf = : 

²ÛëåÇëáí, ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ïñí³Í 
0

x  Ï»ïáõÙ, ¹³ y=f(x) 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ ))(;( 00 xfx  Ï»ïáõÙ ï³ñ³Í ßáß³÷á-

ÕÇ ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³ÏÇóÝ ¿, ÇëÏ ³Û¹ ßáß³÷áÕÇ Ñ³í³-
ë³ñáõÙÁ ÏÉÇÝÇª 

:))(()( 00

'

0 xxxfxfy −+=  

y=f(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ A Ï»ïáõÙ AM ßáß³÷áÕÇÝ 
ï³ñ³Í áõÕÕ³Ñ³Û³ó AN áõÕÇÕÁ ÏáãíáõÙ ¿ y=f(x) 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ ÝáñÙ³É A Ï»ïáõÙ AM áõÕÇÕÁ 
ÏáãíáõÙ ¿ y=f(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ ÝáñÙ³É A Ï»ïáõÙ, 
áñÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ ÏÉÇÝÇª 

0 0

0

1
( ) ( ) :

'( )
y f x x x

f x
= − −  

 
 

 
¢¢¢¢8888. ²Í³ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÝ»ñÁ: . ²Í³ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÝ»ñÁ: . ²Í³ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÝ»ñÁ: . ²Í³ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÝ»ñÁ:     

î³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ:î³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ:î³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ:î³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ:    
 

Â»áñ»Ù. ºÃ» )(xf  ¨ )(xg ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ x Ï»ïáõÙ, 
áõÝ»Ý ³Í³ÝóÛ³É, ³å³ ï»ÕÇ áõÝ»Ý Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨»ñÁ. 
³/ )(')('))'()(( xgxfxgxf +=+  
µ/ )(')()()('))'()(( xgxfxgxfxgxf +=  
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·/ ºÃ» 0)( ≠xg , ³å³ :
))((

)(')()()('
)'

)(

)(
(

2xg

xgxfxgxf

xg

xf −
=  

²å³óáõó»Ýù Ã»áñ»ÙÇ ³/ åÝ¹áõÙÁ: 
 

[ ] [ ]
0

0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim

( ) ( ) ( ) ( )
lim

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim '( ) '( ) :

x

x

x x

f x x g x x f x g xy

x x

f x x f x g x x g x

x x

f x x f x g x x g x
f x g x

x x

∆ →

∆ →

∆ → ∆ →

+ ∆ + + ∆ − +∆
= =

∆ ∆

+ ∆ − + ∆ − 
= + = 

∆ ∆ 

+ ∆ − + ∆ −
= + = +

∆ ∆

 

 
µ/ ( ) ( ) ( ) ( )xgxfxxgxxfy −∆+∆+=∆ , ( ) ( )xgxfy = : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0

0

lim

lim

lim( )

:

x

x

x

y

x

f x x g x x f x g x x f x g x x f x g x

x

f x x f x g x x g x
g x x f x

x x

f x g x f x g x

∆ →

∆ →

∆ →

∆
=

∆

+ ∆ + ∆ − + ∆ + +∆ −
= =

∆

+∆ − + ∆ −
= + ∆ + =

∆ ∆

′ ′= +

 

·/ ,
)(

)(

xg

xf
y = ³å³ 

x

y

∆

∆
-Á ÏáõÝ»Ý³ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁª 

 

,
)()(

)(
)(

)(
)(

)(

)(

)(

)(

xgxxg

xf
x

xg
xg

x

xf

x

xg

xf

xxg

xxf

x

y

∆+
∆

∆
−

∆

∆

=
∆

−
∆+

∆+

=
∆

∆
 

ëï³óí³Í Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ù»ç ³ÝóÝ»Éáí ë³ÑÙ³ÝÇ, »ñµ 
0→∆x ,  Ïëï³Ý³Ýù ·/ µ³Ý³Ó¨Á: 

Ð»ï¨³Ýù. ºÃ» f(x) ýáõÝÏóÇ³Ý x Ï»ïáõÙ áõÝÇ 
³Í³ÝóÛ³É, ÇëÏ C-Ý Ñ³ëï³ïáõÝ ¿, ³å³ª 

:)('))'(( xCfxCf =  
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ºÃ» µ/ µ³Ý³Ó¨Ç Ù»ç í»ñóÝ»Ýù ( ) Cxg =  , Ñ³ßíÇ 
³éÝ»Éáí, áñ ( ) 0=′ xg , Ïëï³Ý³Ýù Ñ»ï¨³ÝùÇ ³å³óáõÛóÁ 
(Çñáù, ,0=∆⇒≡ yCy Ñ»ï¨³µ³ñ, 0=′y ): 
²ÛÅÙ ¹áõñë µ»ñ»Ýù ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ 

³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ: 
1. 1)'( −= αα αxx , áñï»Õ R∈α : 
Àëï ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý áõÝ»Ýù` 

1

0

1

1

0

00

11

lim

11

lim

11

lim
)(

lim)'(

−

→∆

−

−

→∆

→∆→∆

=
∆

−






 ∆
+

=
∆












−







 ∆
+

=

=
∆












−







 ∆
+

=
∆

−∆+
=

α

α

α

α

α

α

α

αα
α

αx

x

x

x

x

x

x

x

x

x
x

x

x

x
x

x

xxx
x

xx

xx

 

2. ,ln)'( aaa xx = Ù³ëÝ³íáñ³å»ë ( ) xx ee =
′

 : ú·ïí»Éáí 
³Í³ÝóÛ³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÇóª 

 

( )
( )

0 0 0

1 1
lim lim lim ln :

x xx x x x

x x x

x x x

a aa a a
a a a a

x x x

∆+∆ ∆

∆ → ∆ → ∆ →

−′ − −
= = = =

∆ ∆ ∆
 

3. ( ) xx cossin =
′        

( ) ( )

:1cos1
2

coslim

2

2
sin

lim

2
cos

2
sin2

lim
sinsin

limsin

00

00

==






 ∆
+

∆

∆

=

=
∆








 ∆
+

∆

=
∆

−∆+
=

′

→∆→∆

→∆→∆

x
x

x
x

x

x

x
x

x

x

xxx
x

xx

xx

 

4. ( ) xx sincos −=
′  

²å³óáõóíáõÙ ¿ ÇÝãå»ë 3.-Ç ¹»åùáõÙ: 
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x
ctgx

xx

xx

x

xxxx

x

x
tgx

x
tgx

2

22

22

2

2

sin

1
)'.(6

:
cos

1

cos

sincos

cos

sin)'(coscos)'(sin

cos

sin
)'(

:
cos

1
)'.(5

−=

=
+

=
−

=

′









=

=

 ²å³óáõóíáõÙ ¿ ÇÝãå»ë 5.-Á: 
 
 
 
¢9¢9¢9¢9. Ð³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ. Ð³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ. Ð³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ. Ð³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ, ÙÛáõë³ÉÁ, ÙÛáõë³ÉÁ, ÙÛáõë³ÉÁ, ÙÛáõë    

ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³Í³ÝóÛ³Éï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³Í³ÝóÛ³Éï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³Í³ÝóÛ³Éï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÝ»ñÝ»ñÝ»ñÁ: ´³ñ¹Á: ´³ñ¹Á: ´³ñ¹Á: ´³ñ¹    
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ: ²ëï×³Ý³óáõóÇã³ÛÇÝýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ: ²ëï×³Ý³óáõóÇã³ÛÇÝýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ: ²ëï×³Ý³óáõóÇã³ÛÇÝýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ: ²ëï×³Ý³óáõóÇã³ÛÇÝ    

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ:ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ:ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ:ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ:    
 
Â»áñ»Ù. ºÃ» ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ¨ 

ËÇëï ÙáÝáïáÝ ¿ /³×áÕ Ï³Ù Ýí³½áÕ/ [ ]δδ +− 00 ; xx  

Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ¨ ,0)(' 0 ≠∃ xf  ³å³ )(yx ϕ=  Ñ³Ï³¹³ñÓ 

ýáõÝÏóÇ³Ý )( 00 xfy = Ï»ïáõÙ áõÝÇ ³Í³ÝóÛ³É ¨  

:
)('

1
)('

0

0
xf

y =ϕ  

²å³óáõÛó. »ÝÃ³¹ñ»Ýù [ ]δδ +− 00 ; xx  Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ 

( )xf -Á ³×áÕ ¿: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ( )xfy = -Ç Ñ³Ï³¹³ñÓ 
)(yx ϕ=  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ÏÉÇÝÇ 

[ ]0 0
( );  ( )f x f xδ δ− + Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ¨ ÝáõÛÝå»ë ÏÉÇÝÇ ³×áÕ 

¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï: 
ºÃ» 0x -ÇÝ ï³Ýù x∆  ³× )0( δ<∆< x , ³å³ 0y -Ý 

ÏáõÝ»Ý³ y∆ ³× ¨ ù³ÝÇ áñ ( )xf  ýáõÝÏóÇ³Ý ËÇëï 
ÙáÝáïáÝ ³×áÕ ¿, áõëïÇ ,0≠∆y Ñ»ï¨³µ³ñ, 
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:
1

y

xx

y

∆

∆
=

∆

∆
 

 ø³ÝÇ áñ ),('lim
0

xf
x

y

x
=

∆

∆
→∆

ÇëÏ ßÝáñÑÇí f(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý ,00 →∆⇒→∆ yx áõëïÇ 

:
)('

1
lim

0 xfy

x

x
=

∆

∆

→∆
 

²ÛÅÙ ³ÝóÝ»Ýù Ý³Ëáñ¹ å³ñ³·ñ³ýÇ ï³ññ³Ï³Ý 
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³Í³ÝóÙ³Ý µ³Ý³Ó¨»ñÇ ³ñï³ÍÙ³ÝÁ: 

      1
7. (log ) '

ln
a

x
x a

= : 

ÜÏ³ïÇ áõÝ»Ý³Éáí, áñ log y

a
y x x a= ⇒ = , û·ïí»Éáí 

Ñ³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÙ³Ý µ³Ý³Ó¨Çó 
ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

1 1 1
(log ) '

ln( ) ' ln
a y y

x
x aa a a

= = = : 

 
2

1
8 1 1

1
.(arcsin ) ' , ( ; ) :x x

x
= ∈ −

−
 

[ ]1 1arcsin , ;y x x= ∈ −  ýáõÝÏóÇ³Ý sin  ;
2 2

x y y
π π  

= ∈ −    
 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³Ý ¿, Ñ»ï¨³µ³ñª 

(arcsinx)'=
:1

1

sin1

1

cos

1

)'(sin

1

22 xyyy −
=

−
==  

 

:
1

1
)'.(arccos9

2x
x

−
−=  ²å³óáõóíáõÙ ¿ ÇÝãå»ë 8.-Á: 
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2

1
10

1

2 2

π π

=
+

  = ∈ −∞ +∞ = ∈ −  
  

.( ) ' :

( ( ; )),   ;

arctgx
x

y arctgx x x tgy y

 

ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ÷áËÑ³Ï³¹³ñÓ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ »Ý, 
Ñ»ï¨³µ³ñ, 

 :
1

1

1

1
cos

)'(

1
)'(

22

2

xytg
y

tgy
arctgx

+
=

+
===  

:
1

1
)'(

2x
arcctgx

+
−=  ²å³óáõóíáõÙ ¿ ÇÝãå»ë 10.-Á: 

²ÛÅÙ ³ñï³Í»Ýù µ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÙ³Ý 
µ³Ý³Ó¨Á: 
Â»áñ»Ù. ºÃ» ( )xgy =  ¨ ( )yfu =  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ 

³Í³Ýó»ÉÇ »Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ 0x  ¨ 0y  Ï»ï»ñáõÙ, 

áñï»Õ ),( 00 xgy = ³å³ ))(( xgfu = µ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  

Ï»ïáõÙ áõÝÇ ³Í³ÝóÛ³É ¨ ï»ÕÇ áõÝÇª 
)('))((')(' 000 xgxgfxu = : 

Ü³Ë, ù³ÝÇ áñ ( )yf  ¨ ( )xg  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï 
»Ý 0x  ¨ 0y  Ï»ï»ñáõÙ, ³å³ ( )xu  µ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³Ý ÏÉÇÝÇ 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï 0x  Ï»ïáõÙ: ºÃ» 0x -ÇÝ ï³Ýù x∆ ³×, ³å³  

0y -Ý Ïëï³Ý³ y∆  ³×: ø³ÝÇ áñ  

( ) ( ) ( )
y

yfyyf
yf

y ∆

−∆+
=′

→∆

00

0
0 lim , 

( ) ( ) ( ) α+′=
∆

−∆+
0

00 yf
y

yfyyf
, ( )0→α : 

 
Ð»ï¨³µ³ñ, :)(')()( 000 yyyfyfyyfu ∆+∆=−∆+=∆ α  

´³Å³Ý»Éáí í»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý »ñÏáõ ÏáÕÙ»ñÁ 
x∆ -Ç íñ³, Ïëï³Ý³Ýùª 
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:)(' 0
x

y

x

y
yf

x

u

∆

∆
+

∆

∆
=

∆

∆
α  

ø³ÝÇ áñ ( )0xg
x

y
′→

∆

∆
,  0→α , »ñµ  

:)00(0 →∆⇔→∆→∆ xyx  
²ÝóÝ»Éáí í»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ù»ç ë³ÑÙ³ÝÇ, 

Ïëï³Ý³Ýù Ã»áñ»ÙÇ ³å³óáõÛóÁ: 
 
²ÛÅÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù ³Ûëå»ë Ïáãí³Í ³ëï×³Ý³óáõóã³ÛÇÝ 

ýáõÝÏóÇ³, ³ÛëÇÝùÝ ýáõÝÏóÇ³, áñÇ ¨ óáõóÇãÁ, ¨ ÑÇÙùÁ  
x -Çó Ï³Ëí³Í ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ »Ýª [ ] ( )

:)(
xv

xuy =  
ºÝÃ³¹ñ»Ýù ( )xu  ¨ ( )xv -Á ³Í³Ýó»ÉÇ »Ý: Ð³ßí»Ýù 

)(ln)(ln xuxvy = : ú·ïí»Éáí µ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÙ³Ý 
Ï³ÝáÝÇó, ³Í³Ýó»Éáí í»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý ³ç ¨ Ó³Ë 
Ù³ë»ñÁ, ÏáõÝ»Ý³Ýù. 

'
1

ln''
1

u
u

vuvy
y

+= , 

áñï»ÕÇó :)
'

ln'()
'

ln'('
u

vu
uvu

u

vu
uvyy v +=+=  

úñÇÝ³Ï.  Ñ³ßí»É xxy sin2 )1( +=  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ: 
 

àõÝ»Ýù 

:)
1

sin2
)1ln((cos)1('

1

2
sin)1ln(cos'

1

)1ln(sinln

2

2sin2

2

2

2

+
+++=

+
++=

+=

x

xx
xxxy

x

x
xxxy

y

xxy

x

, áñï»ÕÇó` 

²ÛëåÇëÇ ³Í³ÝóáõÙÁ ÏáãíáõÙ ¿ Éá·³ñÇÃÙ³Ï³Ý 
³Í³ÝóáõÙ: ²ÛÝ »ñµ»ÙÝ Ñ³ñÙ³ñ ¿ Ý³¨ ÏÇñ³é»É, »ñµ ·áñÍ 
áõÝ»Ýù µ³ñ¹ Ïáïáñ³ÏÝ»ñÇ Ñ»ï: úñÇÝ³Ï` Ñ³ßí»É  

5

5 23

)1(sin

1)2(

+

+⋅−
=

xx

xx
y  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ; 
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àõÝ»Ýù` 2
1

ln 3ln( 2) ln( 1) lnsin 5ln( 1)
5

y x x x x= − + + − − + ,  

2

1 3 2 cos 5
' ,

2 5( 1) sin 1

x x
y

y x x x x
= + − −

− + +
  áñï»ÕÇó` 

53 2

5 2

( 2) 1 3 2 5
' ( ) :

sin ( 1) 2 5( 1) 1

x x x
y ctgx

x x x x x

− ⋅ +
= + − −

+ − + +
 

 
    
    
    
    
    

¢10101010. ýáõÝÏóÇ³Û. ýáõÝÏóÇ³Û. ýáõÝÏóÇ³Û. ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ, Ýñ³ Ç ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ, Ýñ³ Ç ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ, Ýñ³ Ç ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ, Ýñ³ 
»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ: ¸Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ áñå»ë »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ: ¸Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ áñå»ë »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ: ¸Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ áñå»ë »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ: ¸Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ áñå»ë 

Ùáï³íáñ Ñ³ßíÙ³Ý Ó¨: ²é³çÇÝ Ï³ñ·Ç Ùáï³íáñ Ñ³ßíÙ³Ý Ó¨: ²é³çÇÝ Ï³ñ·Ç Ùáï³íáñ Ñ³ßíÙ³Ý Ó¨: ²é³çÇÝ Ï³ñ·Ç Ùáï³íáñ Ñ³ßíÙ³Ý Ó¨: ²é³çÇÝ Ï³ñ·Ç 
¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ ·ñáõÃÛ³Ý Ó¨Ç ÇÝí³ñÇ³ÝïáõÃÛáõÝÁ:¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ ·ñáõÃÛ³Ý Ó¨Ç ÇÝí³ñÇ³ÝïáõÃÛáõÝÁ:¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ ·ñáõÃÛ³Ý Ó¨Ç ÇÝí³ñÇ³ÝïáõÃÛáõÝÁ:¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ ·ñáõÃÛ³Ý Ó¨Ç ÇÝí³ñÇ³ÝïáõÃÛáõÝÁ:    

    
¸Çóáõù ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ 0x  Ï»ïÇ 

δ ßñç³Ï³ÛùáõÙ: 
ê³ÑÙ³ÝáõÙ1. ºÃ» ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ y∆ ³×Á 0x  

Ï»ïáõÙ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ý»ñÏ³Û³óÝ»Éª 
0),(0 →∆∆+∆=∆ xxxAy  

ï»ëùáí, áñï»Õ A-Ý Ï³Ëí³Í ã¿ x∆ -Çó, ³å³ ( )xf -Á 
ÏáãíáõÙ ¿ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ³Û¹ Ï»ïáõÙ: 
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 2. üáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç ·ÉË³íáñ Ù³ëÁª A x∆ -Á 

ÏáãíáõÙ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñÝóÇ³É ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ 
dy Ï³Ù df : 
Ð»ï¨Û³É Ã»áñ»ÙÁ Ï³å ¿ Ñ³ëï³ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

³Í³ÝóÛ³ÉÇ ¨ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ ÙÇç¨: 
Â»áñ»Ù. àñå»ë½Ç ( )xf  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x Ï»ïáõÙ ÉÇÝÇ 

¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ¨ µ³í³ñ³ñ, áñ ³Û¹ Ï»ïáõÙ 
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ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝ»Ý³ í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É, ÁÝ¹ áñáõÙ ï»ÕÇ 
áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁª xxfdy ∆= )(' 0 : 

²ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝ. ºÃ» ( )xf  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x Ï»ïáõÙ 

¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, ³Û¹ ¹»åùáõÙª 
0),( →∆∆+∆=∆ xxxAy α : 

Ð³í³ë³ñáõÃÛ³Ý »ñÏáõ ÏáÕÙÁ µ³Å³Ý»Éáí x∆ -Ç íñ³ ¨ 
³ÝóÝ»Éáí ë³ÑÙ³ÝÇ, ÏáõÝ»Ý³Ýù ³ç ÏáÕÙáõÙ A , 
Ñ»ï¨³µ³ñ Ó³Ë ÏáÕÙÁ ¨ë ÏáõÝ»Ý³ ë³ÑÙ³Ý ¨ ³ÛÝ ÏÉÇÝÇ 

)(' 0xf :  

´³í³ñ³ñáõÃÛáõÝ. ºÝÃ³¹ñ»Ýù )(' 0xf∃ -Ý, ³Û¹ ¹»åùáõÙ. 

0),(0)(' 0 →∆∆+∆=∆ xxxxfy , 
áñÁ ïñí³Í  Ï»ïáõÙ ( )xf  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛ³Ý 
ë³ÑÙ³ÝáõÙÝ ¿: 

Ø³ëÝ³íáñ³å»ë, ( ) xxf =  ¹»åùáõÙ ÏáõÝ»Ý³Ýù 
dxx 1=∆ , ³Û¹ å³ï×³éáí ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ·ñ»É Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáíª 
dxxfdfdy )('== : 

ø³ÝÇ áñ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç ·ÉË³íáñ 
Ù³ëÝ ¿, ³å³ Ùáï³íáñ Ñ³ßíáõÙÝ»ñ Ï³ï³ñ»ÉÇë, Ñ³×³Ë 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Á ÷áË³ñÇÝáõÙ »Ý ¹Çý»ñ»ÝóÇ³Éáí ¨ 
ëï³ÝáõÙ ))((')()( 000 xxxfxfxf −+≈ µ³Ý³Ó¨Á: 

úñÇÝ³Ï. ¶ïÝ»É 3 28 Ùáï³íáñ ³ñÅ»ùÁ: 
¸Çï³ñÏ»Ýù ( ) 3 xxf =  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x =27 Ï»ïáõÙ: 

ì»ñóÝ»Éáí 1=∆x  ¨ Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ 

3 2

1 1
27

273 27
'( )f = = , ï»Õ³¹ñ»Éáí ëï³óí³Í ³ñÅ»ùÝ»ñÁ 

í»ñçÇÝ µ³Ý³Ó¨Ç Ù»ç, Ïëï³Ý³Ýùª 
27

1
3283 += , ³ÛëÇÝùÝ 

037.3283 ≈ : 
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¸Çóáõù ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x Ï»ïáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, 

Ñ»ï¨³µ³ñ, ýáõÝÏóÇ³ÛÇÝ );( 000 yxM Ï»ïáõÙ Ï³ñ»ÉÇ ¿ 

ï³Ý»É ßáß³÷áÕ αtgxf =)(' 0  ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ 

·áñÍ³Ïóáí(·Í.1): 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

·Í.1 
MN-Á ÏÉÇÝÇ ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Á, ³ÛëÇÝùÝª 

MNxfxxfy =−∆+=∆ )()( 00 , NKM 0∆ -Çó 

,)(' 00 xxftgNMKN ∆=⋅= α ³ÛëÇÝùÝ KNdy = : 

²ÛëåÇëáí, ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ 0x  

Ï»ïáõÙ, ³Û¹ Ï»ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇÝ ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÇ 
ûñ¹ÇÝ³ïÇ ³×Ý ¿, »ñµ 0x Ï»ïÇÝ ï³ÉÇë »Ýù x∆ ³×: 

Üß»Ýù ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ ÙÇ Ï³ñ¨áñ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝ ¨ë: 
( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇÉáõÃÛ³Ý ·ñáõÃÛ³Ý Ó¨Á 

ÙÝáõÙ ¿ ³Ý÷á÷áË, ³ÛëÇÝùÝª 
dxxfdy )('= , 

x-Á ÉÇÝÇ Ï³ËÛ³É, Ã» ³ÝÏ³Ë ÷á÷áË³Ï³Ý: 
¸Çóáõù ( )tgx =  ýáõÝÏóÇ³Ý ³Í³Ýó»ÉÇ ¿ Áëï t-Ç ¨ Ýñ³ 

³ñÅ»ùÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ ( )xfy =  

Y

X0 xx ∆+00x

N

K

α
( )000 ; yxM

( )yxM ;

( )xfy =

α  
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ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÇÝ ( )()( fDgE ⊂ ): ²Û¹ 
¹»åùáõÙ ( )( )tgfy =  ýáõÝÏóÇ³Ý ÏÉÇÝÇ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ: Æñáù, 
û·ïí»Éáí µ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÇó, 
Ïëï³Ý³Ýù` ( )( ) ( )tgtgfy ′′=′ , Ñ»ï¨³µ³ñ, 

( )( ) ( )dttgtgfdy ′′= : ø³ÝÇ áñ ( ) dxdttg =′ , ³å³ ( )dxxfdy ′=  
ÙÝáõÙ ¿ ³Ý÷á÷áË, »Ã» x-Á ÷áË³ñÇÝáõÙ »Ýù ( )tg -áí: 

 
    

¢¢¢¢11111111    ´³ñÓñ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ ¨ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñ: ´³ñÓñ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ ¨ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñ: ´³ñÓñ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ ¨ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñ: ´³ñÓñ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ ¨ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñ:     
 
ºÃ» ( )xf  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ (a;b) ÙÇç³Ï³ÛùÇ íñ³ 

¨ ³Û¹ ÙÇç³Ï³ÛùÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Ï»ïáõÙ áõÝÇ ³Í³ÝóÛ³É, 
³å³ Ýñ³ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ³Û¹ ÙÇç³Ï³ÛùÇ íñ³ áñáßí³Í 
ýáõÝÏóÇ³ ¿, ÇëÏ »Ã» ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝ»Ý³ ³Í³ÝóÛ³É, 
³å³ ³ÛÝ ÏáãíáõÙ ¿ ( )xf  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç 
³Í³ÝóÛ³É ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ )('' xf : ²ÛëåÇëáí, 

))'('()('' xfxf = : ÀÝ¹Ñ³Ýñ³å»ë, n–ñ¹ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÁ 
ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ áñå»ë (n-1)–ñ¹ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÇ 
³Í³ÝóÛ³É: ²ÛëåÇëáí, »Ã» ýáõÝÏóÇ³ÛÇ n–ñ¹ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ 
Ýß³Ý³Ï»Ýù ( )( )nf x , ³å³ ( ) ( ) ( )1( ) ( ) 'nnf x f x−= : 

úñÇÝ³ÏÝ»ñ. 
1.¶ïÝ»É óáõóã³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇª xay = , n-ñ¹ Ï³ñ·Ç 
³Í³ÝóÛ³ÉÁ` aaaayaay xxx 2ln)ln('';ln' === , û·ïí»Éáí 
Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ÇÝ¹áõÏóÇ³ÛÇ Ù»Ãá¹Çó, Ï³å³óáõó»Ýù, 
áñ aay nxn ln)( = : 
2.¶ïÝ»É xy sin=  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ n–ñ¹ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÁ: 

2 2 2

2
2 2 2

' cos sin( ), (sin( )) ' cos( )

sin( ) sin

y x x y x x

x x

π π π

π π π

′′= = + = + = + =

 = + + = + ⋅ 
 

: 

Ð»ï¨³µ³ñ, ¹Åí³ñ ã¿ Ñ³Ùá½í»É, áñª 
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)
2

sin()( π
⋅+= nxy n : 

3. ²Ý³Éá· »Õ³Ý³Ïáí  xy cos=  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ` 

)
2

cos()( π
⋅+= nxy n : 

4. 
x

y
+

=
1

1
, ÝáñÇó û·ïí»Éáí Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý 

ÇÝ¹áõÏóÇ³ÛÇ Ù»Ãá¹Çó Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ñ³Ùá½í»É, áñª  
( )

( ) ( )

1

1 ( 1) !
( )
1 (1 )

n

n n

n

n
y

x x +

−
= =

+ +
: 

5. :)1ln( xy += ø³ÝÇ áñ ,
1

1
'

x
y

+
=  ³å³ 

,)
1

1
())1(ln( )1()( −

+
=+ nn

x
x  áõëïÇ Áëï 4.-Ç ÏáõÝ»Ý³Ýù` 

:
)1(

)!1()1(
))1(ln(

1
)(

n

n
n

x

n
x

+

−−
=+

−

 

²ÛÅÙ ³ÝóÝ»Ýù µ³ñÓñ Ï³ñ·Ç ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñÇÝ: 
¸Çóáõù ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³Ý ³Í³Ýó»ÉÇ ¿ (a;b) 

ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ: Ð³Ù³Ó³ÛÝ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ýª 
:)(' dxxfdy =  

²é³çÇÝ Ï³ñ·Ç ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ ÏáãíáõÙ 
¿ »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É /»Ã» ÇÑ³ñÏ» ³ÛÝ 
·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ/ 

:)(2 dydyd =  
²Ûë ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó µËáõÙ ¿, áñ 

:)(''))('())('(2 dxdxxfdxxfddxxfdyd ===  
²ÛëåÇëáíª 

:)(,)('' 2222 dxdxdxxfyd ==  
ê³ÑÙ³ÝáõÙ. ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ n-ñ¹ Ï³ñ·Ç 

¹Çý»ñ»ÝóÇ³É x Ï»ïáõÙ ÏáãíáõÙ ¿ (n-1)-ñ¹ Ï³ñ·Ç 
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¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ  ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ yd n)(  Ï³Ù 

:)( fd n  
²Ûëï»ÕÇó Ï³ñáÕ »Ýù ·ñ»É` 

:)( )1()( yddyd nn −=  
 

ú·ïí»Éáí Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ÇÝ¹áõÏóÇ³ÛÇ Ù»Ãá¹Çó, 
³å³óáõóíáõÙ ¿, áñ 

( ) nnn dxxfyd =)(  :))(( nn dxdx =  
ì»ñçÇÝ µ³Ý³Ó¨Çó ëï³ÝáõÙ »Ýù` 

( ) :
n

n
n

dx

yd
xf =  

 
¢12¢12¢12¢12.¸Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³ßíÇ ÑÇÙÝ³.¸Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³ßíÇ ÑÇÙÝ³.¸Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³ßíÇ ÑÇÙÝ³.¸Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³ßíÇ ÑÇÙÝ³Ï³Ý Ã»áñ»ÙÝ»ñÁÏ³Ý Ã»áñ»ÙÝ»ñÁÏ³Ý Ã»áñ»ÙÝ»ñÁÏ³Ý Ã»áñ»ÙÝ»ñÁ`̀̀̀    

ü»ñÙ³ü»ñÙ³ü»ñÙ³ü»ñÙ³ÛÛÛÛÇÇÇÇ, èáÉÉ, èáÉÉ, èáÉÉ, èáÉÉÇÇÇÇ, È³·ñ³ÝÅ, È³·ñ³ÝÅ, È³·ñ³ÝÅ, È³·ñ³ÝÅÇÇÇÇ, ÎáßÇ:, ÎáßÇ:, ÎáßÇ:, ÎáßÇ:    
 

Ü³Ëù³Ý ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³ßíÇ ÑÇÙÝ³Ï³Ý Ã»áñ»ÙÝ»-
ñÇÝ ³ÝóÝ»ÉÁ Ý»ñÙáõÍ»Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ñ³ë-
Ï³óáõÃÛáõÝÁ: 
ê³ÑÙ³ÝáõÙ 1. Î³ë»Ýù, áñ ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³Ý 

áñáßí³Í 0x  Ï»ïÇ 
0

( ; )U x δ  ßñç³Ï³ÛùáõÙ, 
0

x  Ï»ïáõÙ áõÝÇ 

Ù³ùëÇÙáõÙ(ÙÇÝÇÙáõÙ), »Ã» ³Û¹ ßñç³Ï³ÛùÇ µáÉáñ 
Ï»ï»ñáõÙ, áñï»Õ ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿, ï»ÕÇ áõÝÇ 

0 0
( ) ( ) ( ( ) ( ))f x f x f x f x≤ ≥  ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 

üáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ùëÇÙáõÙÇ ¨ ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï»ñÁ ÏáãíáõÙ 
»Ý ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï»ñ: 
 
Â»áñ»Ù(ü»ñÙ³). ºÃ» ( )xf  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ áõÝÇ 

ÉáÏ³É (ï»Õ³ÛÇÝ) ¿ùëïñ»ÙáõÙ ¨ ³Û¹ Ï»ïáõÙ í»ñç³íáñ 
³Í³ÝóÛ³É, ³å³ ³ÛÝ Ñ³í³ë³ñ ¿ ½ñáÛÇ: 
ºÝÃ³¹ñ»Ýù ( )xf  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ áõÝÇ ÉáÏ³É 

Ù³ùëÇÙáõÙ, ³Û¹ ¹»åùáõÙ 
0

0( ) ( )f x f x− ≤ , 
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áñï»ÕÇó
( ) ( )

0
0

0 ≥
−

−

xx

xfxf
, »ñµ 0xx < , ¨ 

( )
,0

)(

0

0 ≤
−

−

xx

xfxf
 

»ñµ 0xx > : 

²ÝóÝ»Éáí ë³ÑÙ³ÝÇ, »ñµ 
0

x x→ , ÙÇ ÏáÕÙÇó ëï³ÝáõÙ 

»Ýù 0)0( 0 ≥−′ xf , ÇëÏ ÙÛáõë ÏáÕÙÇó 0)0( 0 ≤+′ xf : ø³ÝÇ áñ 

)()0()0( 000 xfxfxf ′=+′=−′ , áõëïÇ ÙÇ³éÅ³Ù³Ý³Ï 

0)( 0 ≥′ xf  ¨ 0)( 0 ≤′ xf , Ñ»ï¨³µ³ñ 0)( 0 =′ xf : ²å³óáõÛóÁ 

¿³å»ë ãÇ ï³ñµ»ñíáõÙ ÉáÏ³É ÙÇÝÇÙáõÙÇ ¹»åùáõÙ: 
Â»áñ»Ù(èáÉÉ). ºÃ» )(xf  ýáõÝÏóÇ³Ý 
1.³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ [ ]ba;  Ñ³ïí³ÍÇ íñ³, 
2.áõÝÇ í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É ³éÝí³½Ý ( )ba; ÙÇç³Ï³ÛùÇ       
    íñ³, 
3. ( ) ( )bfaf = , ³å³ ∃  ·áÝ» Ù»Ï ( )bac ;∈  Ï»ï, áñ     
    ( ) 0=′ cf : 
Àëï ì³Û»ñßïñ³ëÇ II Ã»áñ»ÙÇ, f(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

×ß·ñÇï í»ñÇÝ ¨ ëïáñÇÝ »½ñÁ Ñ³ë³Ý»ÉÇ »Ý, ³ÛëÇÝùÝ, »Ã» 
Ýß³Ý³Ï»Ýù ( )xfM

bxa ≤≤

= sup , ( )xfm
bxa ≤≤

= inf , ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ 

áõÝ»Ý [ ]ba;  Ñ³ïí³ÍÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ 21,cc  Ï»ï»ñ, áñ 
( ) Mcf =1 , ÇëÏ ( ) mcf =2 : 
øÝÝ³ñÏ»Ýù »ñÏáõ ¹»åù. 
³) M=m: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ( )xf -Á ÏÉÇÝÇ Ñ³ëï³ïáõÝ  [ ]ba;  

Ñ³ïí³ÍÇ íñ³, 0)( =′ xf : 
µ) m<M: Ð³Ù³Ó³ÛÝ Ã»áñ»ÙÇ »ññáñ¹ å³ÛÙ³ÝÇ 1c  ¨ 2c  

Ï»ï»ñÇó ·áÝ» Ù»ÏÁ ÏÉÇÝÇ [ ]ba;  Ñ³ïí³ÍÇ Ý»ñùÇÝ Ï»ï, 
Ñ»ï¨³µ³ñ, Áëï ü»ñÙ³ÛÇ Ã»áñ»ÙÇ, ³Û¹ Ï»ïáõÙ ýáõÝÏ-
óÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ ½ñáÛÇ: 
èáÉÉÇ Ã»áñ»ÙÝ áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ë-

ïÁ, »Ã» ýáõÝÏóÇ³Ý µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ èáÉÉÇ Ã»áñ»ÙÇ å³Û-
Ù³ÝÝ»ñÇÝ, ³å³ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ íñ³ Ï·ïÝíÇ ·áÝ» 
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Ù»Ï M0 Ï»ï, áñ ³Û¹ Ï»ïáõÙ ·ñ³ýÇÏÇÝ ï³ñí³Í ßáß³÷á-
ÕÁ ½áõ·³Ñ»é ¿ ³µëóÇëÝ»ñÇ ³é³ÝóùÇÝ(·Í.1): 

b1x
0xa

( )111 ; yxM

( )000 ; yxM

Y

0 X

 
·Í.1 

 
Â»áñ»Ù (ÎáßÇ). ¸Çóáõù ( )xf  ¨ ( )xϕ  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý [ ]ba;  Ñ³ïí³ÍáõÙ, ³Í³Ýó»ÉÇ »Ý ( )ba;  
ÇÝï»ñí³ÉáõÙ ¨ 0)( ≠′ xϕ  );( bax ∈∀ : ²Û¹ ¹»åùáõÙ  ( )ba;  
ÇÝï»ñí³ÉáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ ÏáõÝ»Ý³ ³éÝí³½Ý ÙÇ c Ï»ï, áñÇ 
Ñ³Ù³ñ` 

                                      
)(

)(

)()(

)()(

c

cf

ab

afbf

ϕϕϕ ′

′
=

−

−
 :                (1)                                          

 
²å³óáõÛó. Ü³Ë Ñ³Ùá½í»Ýù áñ ),()( ab ϕϕ ≠  ³ÛëÇÝùÝ 

(1) µ³Ý³Ó¨Ý ÇÙ³ëï áõÝÇ: Æñáù, »Ã» ),()( ab ϕϕ =  ³å³ 
)(xϕ ýáõÝÏóÇ³Ý µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ èáÉÉÇ Ã»áñ»ÙÇ µáÉáñ 

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ ¨ ( )ba; -áõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ ÏáõÝ»Ý³ ·áÝ» Ù»Ï x 
Ï»ï áñ 0)( =′ xϕ , áñÁ Ñ³Ï³ëáõÙ ¿ñ Ã»áñ»ÙÇ å³ÛÙ³ÝÇÝ: 
²ÛÅÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù ))(()()( constxxfxF =−= λλϕ  ýáõÝÏ-

óÇ³Ý: F(x) ýáõÝÏóÇ³Ý µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ èáÉÉÇ Ã»áñ»ÙÇ 1. ¨ 
2. å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ: −λ Ý ÁÝïñ»Ýù ³ÛÝå»ë, áñ Ý³ 
µ³í³ñ³ñÇ ³Û¹ Ã»áñ»ÙÇ Ý³¨ 3. å³ÛÙ³ÝÇÝ, ³ÛëÇÝùÝ 



 40

F(a)=F(b), áñï»ÕÇó ÏáõÝ»Ý³Ýù, áñ 
)()(

)()(

ab

afbf

ϕϕ
λ

−

−
= : 

Ð»ï¨³µ³ñ );( bac ∈∃  áñ ,0)(' =cF  ³ÛëÇÝùÝ 

,0)()( '' =− ccf λϕ  áñï»ÕÇóª :
)(

)(

)()(

)()(
'

'

c

cf

ab

afbf

ϕϕϕ
=

−

−
 

Â»áñ»Ù (È³·ñ³ÝÅ). ºÃ» ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³Ý 
³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ [ ]−∈ bax ; áõÙ ¨ ³Í³Ýó»ÉÇ ¿ );( bax ∈  
ÇÝï»ñí³ÉáõÙ, ³å³ ³ÛÝï»Õ Ï·ïÝíÇ ·áÝ» Ù»Ï );( bac ∈  
Ï»ï, áñÇ Ñ³Ù³ñ 

                    )(
)()( ' cf

ab

afbf
=

−

−
:                             (2) 

²å³óáõÛó. Îáßáõ (1) µ³Ý³Ó¨Ç Ù»ç ÁÝ¹áõÝ»Ýù ( ) xx ≡ϕ : 

ÎáõÝ»Ý³Ýù ,)( bb =ϕ  ,)( aa =ϕ  1)(' =xϕ  ¨, Ñ»ï¨³µ³ñ 

:)(
)()( ' cf

ab

afbf
=

−

−
 

ä³ñ½»Ýù È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý 
ÇÙ³ëïÁ: ¸Çóáõù AB ÏáÕÁ ( )xf  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÝ ¿ 
(·Í.2): 

β D

B
C

A

bca X

Y

0
 

·Í.2 
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¶Í³·ñÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿ áñ 
AB

BD

ab

afbf
=

−

− )()(
 Ñ³ñ³µ»ñáõÃ-

ÛáõÝÁ AB Ñ³ïáÕÇ ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³ÏÇóÝ ¿ª 

:
)()(

ab

afbf
tg

−

−
=β  Àëï ³Í³ÝóÛ³ÉÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý 

ÇÙ³ëïÇ −)(' cf Ý ( )xfy =  ÏáñÇÝ x=c ³µëóÇë áõÝ»óáÕ 
Ï»ïÇó ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÇ ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³ÏÇóÝ ¿ª 

αtgcf =)(' : È³·ñ³ÝÅÇ (2) µ³Ý³Ó¨Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ` 
:βα tgtg =  

²ÛëåÇëáí, Ã»áñ»ÙÁ åÝ¹áõÙ ¿, áñ AB ³Õ»ÕÇ íñ³ 
Ï·ïÝíÇ ·áÝ» Ù»Ï c Ï»ï, áñï»ÕÇó ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÁ 
½áõ·³Ñ»é ¿ AB É³ñÇÝ: 
È³·ñ³ÝÅÇ µ³Ý³Ó¨Á Ñ³×³Ë ÏÇñ³éíáõÙ ¿ 

( ) ( )afbf − = )()(' abcf −⋅    ï»ëùáí: 

ø³ÝÇ áñ a<c<b, áõëïÇ 0<c-a<b-a  => :10 <
−

−
<

ab

ac
 

Üß³Ý³Ï»Éáí ,
ab

ac

−

−
=θ  Ïëï³Ý³Ýùª  

)10()( <<+−⋅= θθ aabc : 
È³·ñ³ÝÅÇ µ³Ý³Ó¨Á ÏÁÝ¹áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁª 

( ) ( ) ( )( )( )ababafafbf −−+′=− θ , :10 << θ  

    
    

¢¢¢¢13131313. ÈáåÇï³ÉÇ Ï³ÝáÝÁ: Â»ÛÉáñÇ µ³Ý³Ó¨Á. ÈáåÇï³ÉÇ Ï³ÝáÝÁ: Â»ÛÉáñÇ µ³Ý³Ó¨Á. ÈáåÇï³ÉÇ Ï³ÝáÝÁ: Â»ÛÉáñÇ µ³Ý³Ó¨Á. ÈáåÇï³ÉÇ Ï³ÝáÝÁ: Â»ÛÉáñÇ µ³Ý³Ó¨Á    
µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ¨ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³ñ: µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ¨ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³ñ: µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ¨ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³ñ: µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ¨ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³ñ:     

ØÇ ù³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ø³ÏÉáñ»ÝÇ µ³Ý³Ó¨Á:ØÇ ù³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ø³ÏÉáñ»ÝÇ µ³Ý³Ó¨Á:ØÇ ù³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ø³ÏÉáñ»ÝÇ µ³Ý³Ó¨Á:ØÇ ù³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ø³ÏÉáñ»ÝÇ µ³Ý³Ó¨Á:    
 

ÀÝ¹áõÝ»Ýù, áñ 
)(

)(

xg

xf
 »ñÏáõ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³ñ³µ»-

ñáõÃÛáõÝÁ, »ñµ ax → , 








0

0
 ï»ëùÇ ³ÝáñáßáõÃÛáõÝ ¿, 



 42

³ÛëÇÝùÝ ,0)( =
→

xfim
ax

l 0)( =
→

xgim
ax

l : ´³óÇ 








0

0
 ïÇåÇ ³Ýá-

ñáßáõÃÛáõÝÝ»ñÇó Ï³Ý Ý³¨ { } { } { }{ }








∞

∞
∞−∞∞⋅ ∞ ,1,0,00  ïÇåÇ 

³ÝáñáßáõÃÛáõÝÝ»ñ:  
Â»áñ»Ù1 (ÈáåÇï³É). ºÝÃ³¹ñ»Ýù ,0)( =

→
xfim

ax
l

 
0)( =

→
xgim

ax
l  ¨ ( ) 0≠′ xg : ²Û¹ ¹»åùáõÙ, »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 

í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç 
)(

)('

xg

xf
im

ax ′→
l  ë³ÑÙ³ÝÁ, ³å³ ï»ÕÇ 

áõÝÇ` 

)(

)(

)(

)(
'

'

xg

xf
im

xg

xf
im

axax →→
= ll  

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 
ÀÝ¹áõÝ»Éáí ( ) ( ) 0== agaf , ( )xf  ¨ ( )xg ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ 

ÏÉÇÝ»Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï Ý³¨ ax =  Ï»ïáõÙ: Â»áñ»ÙáõÙ Ýßí³Í  
( )δδ +− aa ;  ßñç³Ï³ÛùÇó í»ñóÝ»Ýù { }nx  Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃ-

ÛáõÝÝ ³ÛÝå»ë, áñ :axim n
n

=
∞→

l  

Ð³Ù³Ó³ÛÝ Îáßáõ Ã»áñ»ÙÇ` 

      ,
)(

)(

)()(

)()(

)(

)(
'

'

n

n

n

n

n

n

cg

cf

agxg

afxf

xg

xf
=

−

−
=  )( nn xca << :                (1) 

ºñµ ∞→n , ³å³ axn →  ÇëÏ nc -Á ·ïÝí»Éáí nx -Ç ¨  

a -Ç ÙÇç¨, ÝáõÛÝå»ë Ó·ïáõÙ ¿ a -Ç: ØÛáõë ÏáÕÙÇó Ñ³ÛïÝÇ 
¿, áñ (1) Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý ³ç Ù³ëÁ áõÝÇ ë³ÑÙ³Ý, Ñ»ï¨³-
µ³ñ, ë³ÑÙ³Ý ÏáõÝ»Ý³ Ý³¨ (1)-Ç Ó³Ë Ù³ëÁ ¨ Ýñ³Ýù ÏÉÇ-
Ý»Ý Çñ³ñ Ñ³í³ë³ñ: 
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¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ 2. ºÃ» )(' xf  ¨ )(' xg  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ 
µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý ÈáåÇï³ÉÇ Ã»áñ»ÙÇ ³ÛÝ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ, 
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¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ 3. ÈáåÇï³ÉÇ Ï³ÝáÝÁ ÙÝáõÙ ¿ áõÅÇ Ù»ç, 
»ñµ :x → ∞  
¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ 4. ÈáåÇï³ÉÇ Ï³ÝáÝÁ ï»ÕÇ áõÝÇ Ý³¨ 

³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »Ã» ( ) ( ) ∞==
→→

xgxf
axax

limlim :  

²ÛÅÙ ëï³Ý³Ýù Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ³Ý³ÉÇ½Ç Ï³ñ¨á-
ñ³·áõÛÝ µ³Ý³Ó¨»ñÇó Ù»ÏÁª Â»ÛÉáñÇ µ³Ý³Ó¨Á, áñÁ É³ÛÝ 
ÏÇñ³éáõÃÛáõÝÝ»ñ áõÝÇ áã ÙÇ³ÛÝ Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³ÛáõÙ: 
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êï³óí³Í Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ù»ç ï»Õ³¹ñ»Éáí x=0, 
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Ð»ï¨³Ýù 3. ºÃ» ( )xf  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïáõÙ áõÝÇ 

ÁÝ¹Ñáõå ÙÇÝã¨ n-ñ¹ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³É, ³å³  
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µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ Ñ³Ù³ñ ( ) ( ) ( ) ( )00 xfxP kk

n = , ( )nk ;;2;1;0 L= : 

 
)(xPn -Á ÏáãíáõÙ ¿ f(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Â»ÛÉáñÇ µ³½-

Ù³Ý¹³Ù: 
ºÃ» f(x)-Á n-ÇÝ ã·»ñ³½³ÝóáÕ µ³½Ù³Ý¹³Ù ã¿, ³å³          

(f(x)-Pn(x)) ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÁ Ýß³Ý³Ï»Éáí rn(x)-áíª 
),()()( xrxPxf nn =−  áõÝ»Ýù, áñ rn(x)-Á ÝáõÛÝ³µ³ñ ½ñáÛÇó 

ï³ñµ»ñ ýáõÝÏóÇ³ ¿ ¨ ÏáõÝ»Ý³Ýù`  



 45

20 0
0 0 0

1 2

'
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ...
! !

f x f x
f x f x x x x x

′′
= + − + − + +

( ) ( )0

0
( ) ( )

!

n

n

n

f x
x x r x

n
+ − +  :                                          (2) 
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¢ 1¢ 1¢ 1¢ 14444    üáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙáÝáïáÝáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÁ: üáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙáÝáïáÝáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÁ: üáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙáÝáïáÝáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÁ: üáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙáÝáïáÝáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÁ: 
¾ùëïñ»ÙáõÙÇ ·áÛáõÃÛ³Ý ³ÝÑñ³Å»ßï ¨ µ³í³ñ³ñ ¾ùëïñ»ÙáõÙÇ ·áÛáõÃÛ³Ý ³ÝÑñ³Å»ßï ¨ µ³í³ñ³ñ ¾ùëïñ»ÙáõÙÇ ·áÛáõÃÛ³Ý ³ÝÑñ³Å»ßï ¨ µ³í³ñ³ñ ¾ùëïñ»ÙáõÙÇ ·áÛáõÃÛ³Ý ³ÝÑñ³Å»ßï ¨ µ³í³ñ³ñ 

å³Ûå³Ûå³Ûå³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ:Ù³ÝÝ»ñÁ:Ù³ÝÝ»ñÁ:Ù³ÝÝ»ñÁ:    
 

Ø»ñ Ýå³ï³ÏÝ ¿ ïñí³Í ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ ³Í³Ýó»ÉÇ 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÇ Ýß³ÝÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ Ñ»ï³½áï»É 
Ýñ³ ÙáÝáïáÝáõÃÛ³Ý Ñ³ñóÁ ³Û¹ ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ: 
Â»áñ»Ù1. ¸Çóáõù ( )xf -Á [ ]ba,  Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ¨ ),( ba  ÇÝï»ñí³ÉáõÙ ³Í³Ýó»ÉÇ ¿, ³Û¹ 
¹»åùáõÙ`  
1. ºÃ» ( )xf  ýáõÝÏóÇ³Ý [ ]ba,  Ñ³ïí³ÍáõÙ ÙáÝáïáÝ 
³×áÕ ¿, ³å³ 0)( ≥′ xf , ( )bax ;∈∀  Ï»ïáõÙ: 

2. ºÃ» ( )xf -Á [ ]ba, -áõÙ ÙáÝáïáÝ Ýí³½áÕ ¿, ³å³ 
0)( ≤′ xf , ( )bax ;∈∀ : 

²å³óáõÛó: ¸Çóáõù ( )xf –Á [ ]ba, -áõÙ ³×áÕ ¿: [ ]ba,  
Ñ³ïí³ÍÇ Ý»ñëáõÙ í»ñóÝ»Ýù áñ¨¿ x Ï»ï ¨ Ýñ³Ý ï³Ýù 
³ÛÝåÇëÇ x∆  ³×, áñ ),( baxx ∈∆+ : ²Û¹ ¹»åùáõÙ, »Ã» 

0>∆x , ³å³ xxx >∆+  ¨, Ñ»ï¨³µ³ñ :)()( xfxxf >∆+  
ºÃ» 0<∆x , ³å³ :)()( xfxxf <∆+  ä³ñ½ ¿, áñ »ñÏáõ 
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¹»åùáõÙ ¿É 
( ) ( )

,0>
∆

−∆+
=

∆

∆

x

xfxxf

x

y
 [ ]bax ;∈ : ²ÝóÝ»Éáí 

ë³ÑÙ³ÝÇ, ÏáõÝ»Ý³Ýù` 
( ) ( ) ( ) :0limlim

00
≥′=

∆

−∆+
=

∆

∆
→∆→∆

xf
x

xfxxf

x

y

xx
 

Â»áñ»ÙÇ ÙÛáõë Ù³ëÁ ³å³óáõóíáõÙ ¿ ×Çßï ÝáõÛÝ Ó¨áí: 
Â»áñ»Ù 2. ºÃ» )(xfy =  ýáõÝÏóÇ³Ý [ ]ba,  Ñ³ïí³ÍáõÙ 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿, ÇëÏ ( )ba; -áõÙ ³Í³Ýó»ÉÇ, ³å³ »Ã» ( )ba;  
ÇÝï»ñí³ÉÇ ó³ÝÏ³ó³Í Ï»ïáõÙ 0)( >′ xf ( )( )0<′ xf , ³å³ 

( )xf  ýáõÝÏóÇ³Ý [ ]ba, -áõÙ ³×áÕ ¿(Ýí³½áÕ ¿): 
²å³óáõÛó. ¸Çóáõù ( )ba; -áõÙ 0)( >′ xf : ì»ñóÝ»Ýù 

( ),;, 21 baxx ∈∀  ÁÝ¹ áñáõÙ 12 xx >  ¨ óáõÛó ï³Ýù, áñ 
( ) ( )12 xfxf > , ¹ñ³Ýáí ÇëÏ Ï³å³óáõó»Ýù, áñ ( )xf  

ýáõÝÏóÇ³Ý [ ]ba, -áõÙ ³×áÕ ¿: 
ø³ÝÇ áñ [ ]21 , xx  Ñ³ïí³ÍÇ íñ³ ( )xf  ýáõÝÏóÇ³Ý 

µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÇ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ, áõëïÇ 
ÏÇñ³é»Éáí ³Û¹ Ã»áñ»ÙÁ, ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

),)(()()( 12

'

12 xxcfxfxf −=− ),( 21 xxc ∈ : 
Àëï å³ÛÙ³ÝÇ, ( ) 0>′ cf , ( ) ( ) 00 1212 >−⇒>− xfxfxx , 

³ÛëÇÝùÝ ( ) ( )12 xfxf > : 
Â»áñ»Ù 3. (¿ùëïñ»ÙáõÙÇ ·áÛáõÃÛ³Ý ³ÝÑñ³Å»ßï 

å³ÛÙ³ÝÁ): ºÃ» y=f(x) ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í áñ¨¿ 
ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, ³Û¹ ÙÇç³Ï³ÛùÇ ÇÝã áñ Ï»ïáõÙ áõÝÇ 
¿ùëïñ»ÙáõÙ(Ù³ùëÇÙáõÙ Ï³Ù ÙÇÝÇÙáõÙ) ¨ ³Û¹ Ï»ïáõÙ 
³Í³Ýó»ÉÇ ¿, ³å³ :0)( 0

' =xf  

²å³óáõÛó.   î»ë ü»ñÙ³ÛÇ Ã»áñ»ÙÁ: 
¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ. îíÛ³É Ï»ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÇ 

½ñá ¹³éÝ³ÉÁ ³Û¹ Ï»ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ 
·áÛáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ ³ÝÑñ³Å»ßï ¿, µ³Ûó áã µ³í³ñ³ñ 
å³Û³Ù³Ý: úñÇÝ³Ï 3)( xxf =  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ 
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00 =x  Ï»ïáõÙ Ñ³í³ë³ñ ¿ ½ñáÛÇ, µ³Ûó ³Û¹ Ï»ïÁ 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¿ëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï ã¿: 
²ÛÝ Ï»ï»ñÁ, áñï»Õ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ Ñ³í³ë³ñ 

¿ ½ñáÛÇ, ÏáãíáõÙ »Ý ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ëï³óÇáÝ³ñ Ï»ï»ñ: 
´³ó³éí³Í ã»Ý ³ÛÝåÇëÇ ¹»åù»ñ, »ñµ ýáõÝÏóÇ³Ý 

¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï»ñáõÙ ³Í³ÝóÛ³É ãáõÝÇ: úñÇÝ³Ï f(x)= x  

ýáõÝÏóÇ³Ý 00 =x  Ï»ïáõÙ ³Í³ÝóÛ³É ãáõÝÇ (Ù»Ýù ¹³ 

³ñ¹»Ý óáõÛó »Ýù ïí»É), µ³Ûó 00 =x  Ï»ïÁ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿: 
²ÛëåÇëáí, ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï»ñÁ å»ïù ¿ 

÷Ýïñ»É ëï³óÇáÝ³ñ Ï»ï»ñáõÙ ¨ ³ÛÝ Ï»ï»ñáõÙ, áñï»Õ 
ýáõÝÏóÇ³Ý ³Í³ÝóÛ³É ãáõÝÇ: ²Û¹åÇëÇ Ï»ï»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÏñÇïÇÏ³Ï³Ý Ï»ï»ñ: ÎñÇïÇÏ³Ï³Ý 
Ï»ï»ñáõÙ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ ·áÛáõÃÛ³Ý Ñ³ñóÁ å³ñ½íáõÙ ¿ 
Ñ»ï¨Û³É Ã»áñ»ÙÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ: 
Â»áñ»Ù 4. (¾ùëïñ»ÙáõÙÇ ·áÛáõÃÛ³Ý ³é³çÇÝ µ³í³ñ³ñ 

å³ÛÙ³Ý) ºÃ» ( )xf  ýáõÝÏóÇ³Ý ³Í³Ýó»ÉÇ ¿ 0x  Ï»ïÇ  

δ -ßñç³Ï³ÛùáõÙ ¨ 0x -Ý ( )xf -Ç ÏñÇïÇÏ³Ï³Ý Ï»ï ¿, 

³å³ 
1. ºÃ» ( ) 00 =′ xf , ÇëÏ ( ) 0>′ xf , »ñµ ( )00 xδxx ;−∈  ¨ 

( ) 0<′ xf , »ñµ ( )
0 0
;x x x δ∈ + , ³å³ 0x -Ý 

Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿, 
2. ºÃ» ( ) 00 =′ xf , ÇëÏ ( ) 0<′ xf , »ñµ ( )00 xδxx ;−∈  ¨ 

( ) 0>′ xf , »ñµ ( )
0 0
;x x x δ∈ + , ³å³ 0x -Ý ÙÇÝÇÙáõÙÇ 

Ï»ï ¿, 
3. ºÃ» ( )xf ′ -Á δ -ßñç³Ï³ÛùáõÙ áõÝÇ Ñ³ëï³ïáõÝ 
Ýß³Ý, ³å³ 0x -Ý ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï ã¿: 

 
 
²å³óáõÛó.  
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1) Àëï È³·ñ³ÝÅÇ µ³Ý³Ó¨Ç áõÝ»Ýùª 

                    ( ) ( ) ( )( ),00 xxcfxfxf −′=−                          (1) 

áñï»Õ c -Ý ÁÝÏ³Í ¿ x-Ç ¨ 0x -Ç ÙÇç¨: ¸Çï³ñÏ»Ýù »ñÏáõ 

¹»åù. 
³) 000 <−⇒< xxxx , 0xcx << , Áëï å³ÛÙ³ÝÇ` 

( ) 0>′ cf , 
µ) 000 >−⇒> xxxx , xcx <<0 , Áëï å³ÛÙ³ÝÇ` 

( ) 0<′ cf : 
ºñÏáõ ¹»åùáõÙ ¿É (1)-Çó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ ( ) ( ) 00 <− xfxf  

Ï³Ù ( ) ( )0xfxf <  ( )δxδxx +−∈∀ 00 ; -Ç Ñ³Ù³ñ, ÇëÏ ¹³ 

Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ 0x -Ý Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿: ÝáõÛÝ Ó¨áí 

Ï³å³óáõóíÇ µ) ¹»åùÁ: 
4. ¸Çóáõù ( )xf ′ -Á 0x  Ï»ïÇ δ -ßñç³Ï³ÛùáõÙ 

å³Ñå³ÝáõÙ ¿ Ñ³ëï³ïáõÝ Ýß³Ý, ³ë»Ýù ûñÇÝ³Ï` 
( ) 0>′ xf ⇒ ( ) 0>′ cf : ²Û¹ ¹»åùáõÙ (1)-Çó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ »ñµ 

0xx < , ³å³ ( ) ( ) 00 <− xfxf , ÇëÏ »ñµ 0xx > , ³å³ 
( ) ( ) 00 >− xfxf : ²ÛëÇÝùÝª 0x  Ï»ïÇ δ -ßñç³Ï³ÛùáõÙ Ï³Ý 

x-Ç ³ñÅ»ùÝ»ñ, áñáÝó ¹»åùáõÙ ( ) ( )0xfxf >  ¨ Ï³Ý x-Ç 
³ñÅ»ùÝ»ñ, áñáÝó ¹»åùáõÙ ( ) ( )0xfxf < , áñï»ÕÇó 

Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 0x -Ý ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï ã¿: 

Â»áñ»Ù 5. (¾ùëïñ»ÙáõÙÇ ·áÛáõÃÛ³Ý »ñÏñáñ¹ 
µ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÁ) ºÃ» ( )xf  ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  

ëï³óÇáÝ³ñ Ï»ïáõÙ áõÝÇ »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³É, 
³å³ ( ) 00 >′′ xf  ¹»åùáõÙ 0x -Ý ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿, ÇëÏ 

( ) 00 <′′ xf  ¹»åùáõÙ 0x -Ý Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿: 

²å³óáõÛó. ø³ÝÇ áñ 0x -Ý ëï³óÇáÝ³ñ Ï»ï ¿, áõëïÇ 

( ) 00 =′ xf : ØÛáõë ÏáÕÙÇó, »Ã» ( ) 00 >′′ xf , ³å³ ( )xf ′  

ýáõÝÏóÇ³Ý 0x  Ï»ïÇ δ -ßñç³Ï³ÛùáõÙ, ßÝáñÑÇí ( )xf ′ -Ç 
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³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛ³Ý, ³×áÕ ¿: ØÛáõë ÏáÕÙÇó, ù³ÝÇ áñ 
( ) 00 =′ xf , ³å³ ( )00 xδ;x − -áõÙ ( ) 0<′ xf , ÇëÏ 

( )δxx +00 ; -áõÙ ( ) 0>′ xf , Ñ»ï¨³µ³ñ Áëï ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ 

·áÛáõÃÛ³Ý ³é³çÇÝ µ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÇ 0x -Ý ÏÉÇÝÇ 

ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï: 
 
 
 
¢15151515. üáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù»Í³·áõÛÝ ¨ ÷áùñ³·áõÛÝ . üáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù»Í³·áõÛÝ ¨ ÷áùñ³·áõÛÝ . üáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù»Í³·áõÛÝ ¨ ÷áùñ³·áõÛÝ . üáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù»Í³·áõÛÝ ¨ ÷áùñ³·áõÛÝ 

³³³³ñÅ»ùÝ»ñÁ:ñÅ»ùÝ»ñÁ:ñÅ»ùÝ»ñÁ:ñÅ»ùÝ»ñÁ:    
àõéáõóÇÏáõÃÛ³ÝàõéáõóÇÏáõÃÛ³ÝàõéáõóÇÏáõÃÛ³ÝàõéáõóÇÏáõÃÛ³Ý    ¨ ·á·³íáñáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ¨ ·á·³íáñáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ¨ ·á·³íáñáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ¨ ·á·³íáñáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ    

³Í³ÝóÛ³ÉÇ ÙÇçáóáí, ßñçÙ³Ý Ï»ï»ñ:³Í³ÝóÛ³ÉÇ ÙÇçáóáí, ßñçÙ³Ý Ï»ï»ñ:³Í³ÝóÛ³ÉÇ ÙÇçáóáí, ßñçÙ³Ý Ï»ï»ñ:³Í³ÝóÛ³ÉÇ ÙÇçáóáí, ßñçÙ³Ý Ï»ï»ñ:    
 
ºÝÃ³¹ñ»Ýù ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿  

[ ]ba; Ñ³ïí³ÍáõÙ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ Çñ 
Ù»Í³·áõÛÝ ¨ ÷áùñ³·áõÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ³Û¹ Ñ³ïí³ÍáõÙ: 
ºÃ» ³Û¹ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ Ý³ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ [ ]ba;  Ñ³ïí³ÍÇ 
Ý»ñëáõÙ, ³å³ ¹ñ³Ýù ÏÉÇÝ»Ý ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ 
Ï»ï»ñÁ: ´³Ûó Ï³ñáÕ ¿ Ý³¨ ³Û¹ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ Ý³ ÁÝ¹áõÝ»É 
[ ]ba;  Ñ³ïí³ÍÇ Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙ: ´»ñ»Ýù ûñÇÝ³Ï (·Í.1): 

                    

( )xfy =

a x1 x2 b

x

y

0

 
·Í.1 
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¶Í³·ñÇó Ñ»ßï ¿ ÝÏ³ï»É, áñ x1 ¨ x2 Ï»ï»ñÁ 
Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ »Ý ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³-
Ý³µ³ñ Ù³ùëÇÙáõÙÇ ¨ ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï»ñ, ãÝ³Û³Í ýáõÝÏ-
óÇ³Ý Çñ ³Ù»Ý³÷áùñ ³ñÅ»ùÝ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ x=a, ÇëÏ ³Ù»-
Ý³Ù»Í ³ñÅ»ùÁ x=b Ï»ï»ñáõÙ: ²ë³ÍÇó µËáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É 
Ï³ÝáÝÁ: àñå»ë½Ç ·ïÝ»É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Ù»Ý³Ù»Í ¨ ³Ù»-
Ý³÷áùñ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿. 

1) ¶ïÝ»É [ ]ba;  Ñ³ïí³ÍáõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¿ùëïñ»Ùáõ-
ÙÇ Ï»ï»ñÁ, 

2) Ð³ßí»É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙ, 
³ÛëÇÝùÝ ( )af -Ý ¨ ( )bf -Ý, 

3) êï³óí³Í µáÉáñ ³ñÅ»ùÝ»ñÇó Ù»Í³·áõÛÝÁ ÏÉÇÝÇ 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Ù»Ý³Ù»Í, ÇëÏ ÷áùñ³·áõÛÝÁ ÏÉÇÝÇ 
³Ù»Ý³÷áùñ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ: 

úñÇÝ³Ï. ¶ïÝ»É 33
3 +−= xxy  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Ù»Ý³Ù»Í 

¨ ³Ù»Ý³÷áùñ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ [ ]513 ,;−  Ñ³ïí³ÍáõÙ: 
ÈáõÍáõÙ: Ð³ßí»Ýù 1033

2 ±=⇒=−=′ xxy , ³å³ 
06/ 1 >=′′

=xy Ñ»ï¨³µ³ñ x=1 ÏÉÇÝÇ ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï, 
1y/ 1x == : 

²ÛÝáõÑ»ï¨ 06/ 1 >−=′′
−=xy , áõëïÇ 1x −= -Á ÏÉÇÝÇ 

Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï, 5y/ 1x =−= : Ð³ßí»Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
³ñÅ»ùÝ»ñÁ [ ]513 ,;−  Ñ³ïí³ÍÇ Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙª 

15y/ 3x −=−= , 
8

15
y/ 1,5x == : ²ÛëåÇëáí ¹Çï³ñÏíáÕ 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Ù»Ý³Ù»Í ³ñÅ»ùÁ ÏÉÇÝÇ 5y/ 1x =−= , ÇëÏ 
³Ù»Ý³÷áùñ ³ñÅ»ùÁª 15y/ 3x −=−= : 

¸Çóáõù ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³Ý ³Í³Ýó»ÉÇ ¿ ( )ba;  
ÇÝï»ñí³ÉáõÙ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÝ Çñ 
ó³ÝÏ³ó³Í Ï»ïáõÙ áõÝÇ ßáß³÷áÕ, áñÁ ½áõ·³Ñ»é ã¿ OY 
³é³ÝóùÇÝ: 
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ê³ÑÙ³ÝáõÙ 1.  ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ ( )ba;  
ÇÝï»ñí³ÉáõÙ áõéáõóÇÏ (·á·³íáñ), »Ã» ³Û¹ ÇÝï»ñí³ÉáõÙ 
Ý³ ÁÝÏ³Í ¿ Çñ ó³ÝÏ³ó³Í ßáß³÷áÕÇó Ý»ñù¨ (í»ñ¨) 
(·Í.2, ·Í.3): 
 
 

 
·Í. 2                                              ·Í. 3 

 

Â»áñ»Ù 1. ¸Çóáõù ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³Ý [ ]ba;  
ÇÝï»ñí³ÉáõÙ áõÝÇ »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É: 
ºÃ» [ ]ba;  ÇÝï»ñí³ÉÇ ó³ÝÏ³ó³Í Ï»ïáõÙ ( ) 0<′′ xf , ³å³ 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ ³Û¹ ÇÝï»ñí³ÉáõÙ áõéáõóÇÏ ¿, ÇëÏ 
»Ã» ( ) 00 >′′ xf , ·á·³íáñ ¿: 
²å³óáõÛó. ì»ñóÝ»Ýù ( )ba;  ÇÝï»ñí³ÉáõÙ Ï³Ù³Û³Ï³Ý 

0xx =  Ï»ï ¨ ï³Ý»Ýù ³Û¹ Ï»ïÇó ÏáñÇÝ ßáß³÷áÕ: 
Â»áñ»ÙÁ ÏÑ³Ù³ñ»Ýù ³å³óáõóí³Í, »Ã» Ù»Ýù óáõÛó 
ï³Ýù, áñ ( )ba;  ÙÇç³Ï³ÛùÇ ³ÙµáÕç ÏáñÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ 
Ï»ï»ñÁ Ï·ïÝí»Ý ³Û¹ ßáß³÷áÕÇó Ý»ñù¨: 
ºÝÃ³¹ñ»Ýù ÏáñÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ ¿ ( )xfy = , ÇëÏ ³Û¹ 

ÏáñÇÝ 0xx =  Ï»ïÇó ï³ñ³Í ßáß³÷áÕÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ ¿ 
( ) ( )( )000 x-xxfxfy ′+= : ²Ûë »ñÏáõ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÝ 

Çñ³ñÇó Ñ³Ý»Éáõó Ñ»ïá ÏáõÝ»Ý³Ýùª 
( ) ( ) ( )( )000 xxxfxfxfyy −′−−=− : 

ÎÇñ³é»Éáí È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÁ, Ïëï³Ý³Ýù. 
( )( ) ( )( )000 xxxfxxcfyy −′−−′=− , 
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(áñï»Õ c-Ý ÁÝÏ³Í ¿ x-Ç ¨ x0-Ç ÙÇç¨), Ï³Ù 
( ) ( )( )( )00 xxxfcfyy −′−′=− : 

ì»ñçÇÝ ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ Ù»Ï ³Ý·³Ù ¨ë 
ÏÇñ³é»Éáí È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÁ, ÏáõÝ»Ý³Ýù` 

( )( )( )001 xxxccfyy −−′′=− , 
áñï»Õ c1-Á ÁÝÏ³Í ¿ x0-Ç ¨ c-Ç ÙÇç¨: 
¸Çï³ñÏ»Ýù ëÏ½µáõÙ 0xx >  ¹»åùÁ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ 

xccx <<< 10 , ù³ÝÇ áñ 00 >− xx , 00 >− xc  ¨ ù³ÝÇ áñ 
Áëï å³ÛÙ³ÝÇ ( ) 01 <′′ cf , ³å³ í»ñçÇÝ 

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ :0<− yy  
²ÛÅÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù 0xx <  ¹»åùÁ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ 

01 xccx <<<  ¨ 00 <− xx , 00 <− xc , ÇëÏ ù³ÝÇ áñ 

( ) 01 <′′ cf , ³å³ ÏáõÝ»Ý³Ýù :0<− yy  
²ÛëåÇëáí, Ù»Ýù ³å³óáõó»óÇÝù, áñ ÏáñÇ ó³ÝÏ³ó³Í 

Ï»ï ÁÝÏ³Í ¿ ³Û¹ ÏáñÇÝ ó³ÝÏ³ó³Í Ï»ïÇó ï³ñ³Í 
ßáß³÷áÕÇó Ý»ñù¨, ÇëÏ ¹³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ ÏáñÁ 
áõéáõóÇÏ ¿: Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿: 
ÖÇßï ÝáõÛÝ Ï»ñå Ï³å³óáõóíÇ Ñ»ï¨Û³É Ã»áñ»ÙÁ: 
Â»áñ»Ù 2. ºÃ» ( )ba;  ÇÝï»ñí³ÉÇ µáÉáñ Ï»ï»ñáõÙ 

( ) 0>′′ xf , ³å³ ÏáñÝ ³Û¹ ÇÝï»ñí³ÉáõÙ ·á·³íáñ ¿: 
ê³ÑÙ³ÝáõÙ. ²ÛÝ Ï»ïÁ, áñÁ µ³Å³ÝáõÙ ¿ ÏáñÇ 

áõéáõóÇÏáõÃÛ³Ý ÙÇç³Ï³ÛùÁ ·á·³íáñáõÃÛáõÝÇó ÏáãíáõÙ ¿ 
ßñçÙ³Ý Ï»ï: 
²Ûë ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ ßñçÙ³Ý Ï»ïÇó 

ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÁ, »Ã» ³ÛÝ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ, Ñ³ïáõÙ ¿ 
ÏáñÁ, ù³ÝÇ áñ ³Û¹ Ï»ïÇó ï³ñí³Í ßáß³÷áÕÁ ÙÇ ÏáÕÙÇó 
·ïÝíáõÙ ¿ ÏáñÇó Ý»ñù¨, ÙÛáõë ÏáÕÙÇó ÏáñÇó í»ñ¨: 
²ÛÅÙ Ýß»Ýù µ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÝ»ñ, »ñµ ïñí³Í Ï»ïÁ 

ÏÑ³Ý¹Çë³Ý³ ÏáñÇ Ñ³Ù³ñ ßñçÙ³Ý Ï»ï: 
Â»áñ»Ù 3. ºÝÃ³¹ñ»Ýù ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÛÝåÇëÇÝ 

¿, áñ ( ) 0xf 0 =′′ , Ï³Ù ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ, µ³Ûó 0x  Ï»ïÇó 
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³ÝóÝ»ÉÇë ( )xf ′′ -Á ÷áËáõÙ ¿ Çñ Ýß³ÝÁ, ³å³ 0x  Ï»ïÁ 
ÏÑ³Ý¹Çë³Ý³ ßñçÙ³Ý Ï»ï: 
²å³óáõÛó: ºÝÃ³¹ñ»Ýù ( ) 0<′′ xf , »ñµ 0xx <  ¨ 

( ) 0>′′ xf , »ñµ 0xx >  : 
Ð»ï¨³µ³ñ, 0xx <  ¹»åùáõÙ ÏáñÁ ÏÉÇÝÇ áõéáõóÇÏ, ÇëÏ 

0xx >  ¹»åùáõÙ` ·á·³íáñ: 
ÜáõÛÝ Ñ»ï¨áõÃÛ³ÝÁ Ï·³Ýù Ñ³Ï³é³Ï »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ý 

¹»åùáõÙ: 
¢¢¢¢16161616. ²ëÇÙåïá. ²ëÇÙåïá. ²ëÇÙåïá. ²ëÇÙåïáïÝ»ñ, ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ ïÝ»ñ, ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ ïÝ»ñ, ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ ïÝ»ñ, ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ 

Ï³éáõóÙ³ÝÏ³éáõóÙ³ÝÏ³éáõóÙ³ÝÏ³éáõóÙ³Ý    
ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ëË»Ù³ÝÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ëË»Ù³ÝÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ëË»Ù³ÝÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ëË»Ù³Ý    

 
Þ³ï Ñ³×³Ë Ñ³ñÏ ¿ ÉÇÝáõÙ Ñ»ï³½áï»É ( )xfy =  ÏáñÇ 

Ó¨Á ¨, Ñ»ï¨³µ³ñ, Ýñ³ ÷á÷áËí»Éáõ µÝáõÃ³·ÇñÁ, »ñµ 
ÏáñÇ ÷á÷áË³Ï³Ý Ï»ïÇ ³µëóÇëÁ Ï³Ù ûñ¹ÇÝ³ïÁ 
³Ýë³ÑÙ³Ý³÷³Ï ³×áõÙ »Ý (µ³ó³ñÓ³Ï Ù»ÍáõÃÛ³Ùµ): 
²Û¹ ¹»åùáõÙ Ï³ñ¨áñ Ù³ëÝ³íáñ ¹»åù ¿ 

Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ, »ñµ ÷á÷áË³Ï³Ý Ï»ïÁ ·ïÝí»Éáí ÏáñÇ 
íñ³ ¨ Ñ»é³Ý³Éáí ³Ýí»ñçáõÃÛáõÝ, ³Ýë³ÑÙ³Ýáñ»Ý 
Ùáï»ÝáõÙ ¿ ÇÝã-áñ áõÕÕÇ: 
ê³ÑÙ³ÝáõÙ. A áõÕÇÕÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù ( )xfy =  ÏáñÇ 

³ëÇÙåïáï, »Ã» ( )xf  ÏáñÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ ÷á÷áË³Ï³Ý 
M Ï»ïÇ ¨ ³Û¹ A áõÕÕÇ δ  Ñ»é³íáñáõÃÛáõÝÁ Ó·ïáõÙ ¿ ½ñáÛÇ, 
»ñµ M-Á Ó·ïáõÙ ¿ ³Ýí»ñçáõÃÛ³Ý (·Í. 4, ·Í. 5): 
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( )xfy =

( )yxM ,

³ëÇÙåïáï

Y

X0

³ëÇÙåïáï

( )xfy =

δ ( )yxM ,

Y

X0

δ

·Í. 4                                       ·Í. 5 
 

²ëÇÙåïáïÝ»ñÁ ÉÇÝáõÙ »Ý áõÕÕ³·ÇÍ (½áõ·³Ñ»é oy 
³é³ÝóùÇÝ) ¨ Ã»ù: 
²ëÇÙåïáïÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ »Ã» 

( ) ∞=
+→

xflim
0ax

, Ï³Ù ( ) ∞=
−→

xflim
0ax

, Ï³Ù ( ) ∞=
→

xflim
ax

, ³å³ x=a 

áõÕÇÕÁ ÏÉÇÝÇ ³ëÇÙåïáï: ÖÇßï ¿ Ý³¨ Ñ³Ï³é³Ï 
åÝ¹áõÙÁ: ²ÛëåÇëáí, áñå»ë½Ç ÷Ýïñ»Ýù áõÕÕ³Ñ³Û³ó 
³ëÇÙåïáïÝ»ñÁ, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ·ïÝ»É ³ÛÝåÇëÇ x=a 
³ñÅ»ùÝ»ñ, áñáÝó Ó·ï»ÉÇë ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³Ý ÏÓ·ïÇ 
³Ýí»ñçáõÃÛ³Ý: 

úñÇÝ³Ï. 
5-x

2
y =  ÏáñÁ áõÝÇ x=5 áõÕÕ³·ÇÍ 

³ëÇÙåïáïÁ, ù³ÝÇ áñ, »ñµ ±∞→⇒→ y5x : 
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5

2

−
=

x
y

Y

0
5 X

 
²ÛÅÙ, »ÝÃ³¹ñ»Ýù ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ bkxy +=  

ï»ëùÁ: Àëï Ã»ù ³ëÇÙåïáïÇ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý ï»ÕÇ áõÝÇ 
Ñ»ï¨Û³É Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁª 

                            
( )[ ] 0bkxxflim

x
=−−

∞→
:                   (1) 

Àëï ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÇ ï»ëáõÃÛ³Ý ÑÇÙÝ³Ï³Ý É»ÙÙ³ÛÇ 
áõÝ»Ýù` 

( ) ( )xαbkxxf ++= ,   ( )( )0    x c xα → ⇒ → ∞»ñµ : 

Â»áñ»Ù 1. ºÃ» bkxy +=  áõÕÇÕÁ ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
Ã»ù ³ëÇÙåïáï ¿, ³å³ Çñ³í³óÇ »Ý Ñ»ï¨Û³É 
µ³Ý³Ó¨»ñÁ. 

          

( )
x

xf
limk
x ∞→

= , ( )[ ]kxxflimb
x

−=
∞→

 :                         (2) 

Æñáù, ù³ÝÇ áñ ( ) ( )xαbkxxf ++= , áõëïÇ 
( ) ( )

k
x

x

x

b
k

x

xf

xx
=








++=

∞→∞→

α
limlim : 

²Ý³Éá· »Õ³Ý³Ïáí Ïëï³Ý³Ýùª 
( )[ ] ( )[ ] bxαblimkxxflim

xx
=+=−

∞→∞→
: 

Â»áñ»Ù 2. ºÃ» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý (2) ë³ÑÙ³ÝÝ»ñÁ, ³å³ 
bkxy +=  áõÕÇÕÁ ( )xfy =  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ëÇÙåïáï ¿: 
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Æñáù, (2) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ 
( )[ ] 0bkxxflim

x
=−−

∞→
, ÇëÏ ¹³ ³å³óáõóáõÙ ¿ Ù»ñ åÝ¹áõÙÁ: 

Ø³ëÝ³íáñ³å»ë k=0 ¹»åùáõÙ ³ëÇÙåïáïÁ ÏÉÇÝÇ 
½áõ·³Ñ»é OX ³é³ÝóùÇÝ: ²Û¹åÇëÇ ³ëÇÙåïáïÁ 
ÁÝ¹áõÝí³Í ¿ ³Ýí³Ý»É ÑáñÇ½áÝ³Ï³Ý ³ëÇÙåïáï: 

úñÇÝ³Ï 
2x

1
y =  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ OX ³é³ÝóùÁ 

ÑáñÇ½áÝ³Ï³Ý ³ëÇÙåïáï ¿, »ñµ ∞→x : 

2

1

x
y =

0

Y

X

 
Æ ÙÇ µ»ñ»Éáí í»ñÁ ß³ñ³¹ñí³ÍÁ Ù»Ýù Ñ³Ý·áõÙ »Ýù 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÇ Ñ»ï³½áïÙ³Ý ¨ Ï³éáõóÙ³Ý 
Ñ»ï¨Û³É ëË»Ù³ÛÇÝ. 
1. àñáß»É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáßÙ³Ý D(y) ïÇñáõÛÃÁ ¨ ³ñ-
Å»ùÝ»ñÇ E(y) ïÇñáõÛÃÁ, 

2. ä³ñ½»É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ å³ñµ»ñ³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ, ½áõÛ-
·áõÃÛáõÝÁ Ï³Ù Ï»ÝïáõÃÛáõÝÁ, 

3. àñáß»É ·ñ³ýÇÏÇ Ñ³ïÙ³Ý Ï»ï»ñÁ Ïááñ¹ÇÝ³ï³-
Ï³Ý ³é³ÝóùÝ»ñÇ Ñ»ï, 

4. ¶ïÝ»É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ëÇÙåïáïÝ»ñÁ, »Ã» ³Û¹åÇ-
ëÇù ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý, 

5. àñáß»É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙáÝáïáÝáõÃÛ³Ý ÙÇç³Ï³Ûù»ñÁ ¨ 
¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï»ñÁ, 

6. àñáß»É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áõéáõóÇÏáõÃÛ³Ý ¨ ·á·³íáñáõÃ-
Û³Ý ÙÇç³Ï³Ûù»ñÁ, 
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7. ä³ñ½»É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ í³ñùÁ, »ñµ ±∞→x , 
8. Î³éáõó»É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ: 
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¶ÉáõË ¶ÉáõË ¶ÉáõË ¶ÉáõË 2222.  .  .  .  ²Ýáñáß ÇÝï»·ñ³É²Ýáñáß ÇÝï»·ñ³É²Ýáñáß ÇÝï»·ñ³É²Ýáñáß ÇÝï»·ñ³É    
    

¢1. Ü³ËÝ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³ ¨ ³Ýáñáß ÇÝï»·ñ³É¢1. Ü³ËÝ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³ ¨ ³Ýáñáß ÇÝï»·ñ³É¢1. Ü³ËÝ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³ ¨ ³Ýáñáß ÇÝï»·ñ³É¢1. Ü³ËÝ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³ ¨ ³Ýáñáß ÇÝï»·ñ³É    
 

Ø»Í Ãíáí ·áñÍÝ³Ï³Ý ËÝ¹ÇñÝ»ñÇ ÉáõÍÙ³Ý Ñ³Ù³ñ 
³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ÉÇÝáõÙ áã Ã» ïñí³Í ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙÇçáóáí 
·ïÝ»É ³Í³ÝóÛ³ÉÁ, ³ÛÉ Ñ³Ï³é³ÏÁª ïñí³Í ³Í³Ýó³ÛÉÇ 
ÙÇçáóáí í»ñ³Ï³Ý·Ý»É áñáÝ»ÉÇ ýáõÝÏóÇ³Ý: úñÇÝ³Ï 

( )tSV ′=  ûñ»Ýùáí áñáßíáõÙ ¿ ³ÏÝÃ³ñÃ³ÛÇÝ 
³ñ³·áõÃÛáõÝÁ, áñï»Õ ( )tS -Ý t Å³Ù³Ý³Ï³ÙÇçáóáõÙ 
Ù³ñÙÝÇ ³Ýó³Í ×³Ý³å³ñÑÝ ¿: üÇ½ÇÏ³ÛáõÙ Ñ³×³Ë 
Ñ³Ý¹ÇåáõÙ ¿ Ñ³Ï³¹³ñÓ ËÝ¹ÇñÁ, ³ÛëÇÝùÝ áñáß»É ( )tS  
×³Ý³å³ñÑÁ, »ñµ ïñí³Í ¿ Ýñ³ ³Í³ÝóÛ³ÉÁª ( )tV  
³ñ³·áõÃÛáõÝÁ: 
        ê³ÑÙ³ÝáõÙ 1. ( )xF ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ ( )xfy =  
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ý³ËÝ³Ï³Ý, áñ¨¿  X  ïÇñáõÛÃáõÙ, »Ã» 

:)()(', xfxFXx =∈∀   
ø³ÝÇ áñ ïñí³Í Ï»ïáõÙ ³Í³ÝóÛ³É áõÝ»óáÕ 

ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ³Û¹ Ï»ïáõÙ, áõñ»ÙÝ f(x)-Ç 
Ý³ËÝ³Ï³Ý ( )xF  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ X  ïÇñáõÛÃáõÙ: 

úñÇÝ³Ï. 3)( xxF =  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ý³ËÝ³Ï³ÝÁ áÕç 

Ãí³ÛÇÝ ³é³ÝóùÇ íñ³ ÏÉÇÝÇ` 
4

)(
4

x
xF =   ýáõÝÏóÇ³Ý, 

ù³ÝÇ áñ 3
4

4
x

x
=

′









 Ï³Ù f(x)=sin5x, ³å³ :5cos

5

1
)( xxF −=  

Ð»ßï ¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ »Ã» ( )xF -Á ( )xf -Ç 
Ý³ËÝ³Ï³Ý ¿, ³å³ ( ) cxF +  ¨ë ÏÉÇÝÇ ( )xf -Ç Ý³ËÝ³Ï³Ý, 
ù³ÝÇ áñ :)()(')')(( xfxFcxF ==+  

Ð»ßï ¿ ÝÏ³ï»É, áñ ( )xf -Ç µáÉáñ Ý³ËÝÏ³ÝÝ»ñÁ 
ÙÇÙÛ³ÝóÇó ï³ñµ»ñíáõÙ »Ý Ï³Ù³Û³Ï³Ý c 
Ñ³ëï³ïáõÝáí: 
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²ÛÉ Ï»ñå ³ë³Í ( )xf -Ç µáÉáñ Ý³ËÝ³Ï³ÝÝ»ñÁ 
Ï³ñ»ÉÇ ¿ ·ñ»É ( ) cxF +  ï»ëùáí:  

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 2. ( )xf -Ç µáÉáñ Ý³ËÝ³Ï³ÝÝ»ñÇ 
Ñ³Ù³ËáõÙµÁ ÏáãíáõÙ ¿ ( )xf  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Ýáñáß 

ÇÝï»·ñ³É ¨ ·ñíáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É ëÇÙíáÉáí ∫ :)( dxxf  

²ÛëåÇëáí, ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý Ñ³Ù³Ó³ÛÝ. 

∫ =′⇔+= :)()()()( xfxFcxFdxxf  

²Ýáñáß ÇÝï»·ñ³ÉÇ ³ÝÙÇç³Ï³Ý ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó 
Ñ»ï¨áõÙ »Ý Ñ»ï¨Û³É Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: 
1. ²Ýáñáß ÇÝï»·ñ³ÉÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ 
ÁÝ¹ÇÝï»·ñ³É ýáõÝÏóÇ³ÛÇÝ. 

( ) :)()( xfdxxf =
′

∫  

Æñáù,  ( ) :)()())(()( xfxFcxFdxxf =′=+=
′

∫  

1. ²Ýáñáß ÇÝï»·ñ³ÉÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ 
ÁÝ¹ÇÝï»·ñ³É ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛ³ÝÁ. 

( ) :)()( dxxfdxxfd =∫  Æñáù, ÝÏ³ïÇ áõÝ»Ý³Éáí, áñ 

( ) ( )dxxgxdg ′=  ¨ ³é³çÇÝ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ, 
ÏáõÝ»Ý³Ýùª 

( ) ( ) :)()()( dxxfdxdxxfdxxfd =
′

= ∫∫  

 
2. üáõÝÏó³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ ³Ýáñáß ÇÝï»·ñ³ÉÁ 
Ñ³í³ë³ñ ¿ ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¨ Ï³Ù³Û³ÏÝ 
Ñ³ëï³ïáõÝÇ ·áõÙ³ñÇÝ. 

∫ += :)()( cxfxdf  

      Æñáù, ∫ ∫ +== :)()(')( cxfdxxfxdf  
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3. Ð³ëï³ïáõÝ ³ñï³¹ñÇãÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ¹áõñë µ»ñ»É 
ÇÝï»·ñ³ÉÇ Ýß³ÝÇ ï³ÏÇó. 

∫ ∫=⋅ :)()( dxxfKdxxfK  

Æñáù, ³Í³Ýó»Éáí Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý ³ç ÏáÕÙÁ, 
Ïëï³ïÝ³Ýù. 

( ) ( ) :)()()( xfKdxxfKdxxfK ⋅=⋅=
′

⋅ ∫∫  

ø³ÝÇ áñ ëï³óí»ó Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ó³Ë ÏáÕÙÇ 
ÁÝ¹ÇÝï»·ñ³É ýáõÝÏóÇ³Ýª Kf(x), Ñ»ï¨³µ³ñ 3.-Á  ×Çßï ¿:  
4. üáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ·áõÙ³ñÇ ³Ýáñáß ÇÝï»·ñ³ÉÁ 
Ñ³í³ë³ñ ¿ ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ³Ýáñáß 
ÇÝï»·ñ³ÉÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÇÝ. 

[ ] :)()()()( 2121 dxxfdxxfdxxfxf ∫∫∫ +=+  

²Ûë Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ ³å³óáõóíáõÙ ¿ ×Çßï ÝáõÛÝ Ï»ñå 
ÇÝãå»ë 3.-Á: ú·ïí»Éáí ³Í³ÝóÙ³Ý µ³Ý³Ó¨»ñÇó, 
Ï³½Ù»Ýù ³Ýáñáß ÇÝï»·ñ³ÉÝ»ñÇ Ñ³ßíÙ³Ý ÑÇÙÝ³Ï³Ý 
³ÕÛáõë³ÏÁ: 
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¢2. öá÷áË³¢2. öá÷áË³¢2. öá÷áË³¢2. öá÷áË³Ï³ÝÇ ÷áË³ñÇÝÙ³Ý Ù»Ãá¹Á, Ï³ÝÇ ÷áË³ñÇÝÙ³Ý Ù»Ãá¹Á, Ï³ÝÇ ÷áË³ñÇÝÙ³Ý Ù»Ãá¹Á, Ï³ÝÇ ÷áË³ñÇÝÙ³Ý Ù»Ãá¹Á, 
Ù³ë»ñáí ÇÝï»·ñáõÙÙ³ë»ñáí ÇÝï»·ñáõÙÙ³ë»ñáí ÇÝï»·ñáõÙÙ³ë»ñáí ÇÝï»·ñáõÙ    

 
Â»áñ»Ù 1. ¸Çóáõù f(x) ýáõÝÏóÇ³Ý, );( bax ∈ -áõÙ áõÝÇ 

F(x) Ý³ËÝ³Ï³ÝÁ, ÇëÏ )(tx ϕ=  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ ¨ 
áõÝÇ í»ñç³íáñ ³Í³ÝóÛ³É );( βα∈t ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ, ÁÝ¹ 
áñáõÙ );( ba -Ý )(tϕ  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿: 
²Û¹ ¹»åùáõÙª 

:))(()('))(( ctFdtttf +=∫ ϕϕϕ  

²å³óáõÛó.  òáõÛó ï³Ýù, áñ ))((' tF ϕ -Ý )('))(( ttf ϕϕ  
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ý³ËÝ³Ï³ÝÝ ¿: ú·ïí»Éáí µ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
³Í³ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÇó ¨ F’(x)=f(x) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó 
ÏáõÝ»Ý³Ýù. 

:)('))(()('))(('))'((( ttfttFtF ϕϕϕϕϕ ⋅=⋅=  
Üß»Ýù ÙÇ ù³ÝÇ Ù³ëÝ³íáñ ¹»åù»ñ, áñáÝù áõÝ»Ý 

Ù»Í ÏÇñ³éáõÃÛáõÝÝ»ñ Ñ³ßíáõÙÝ»ñÇ Å³Ù³Ý³Ï: 
1. ºÃ» cxFdxxf +=∫ )()( ,³å³ 

:)(
1

)( cbaxF
a

dxbaxf ++=+∫  

2. ,)(ln
)(

)('
cxf

xf

dxxf
+=∫  :)0)(( ≠xf  

 
¸Çï³ñÏ»Ýù ÙÇ ù³ÝÇ ûñÇÝ³ÏÝ»ñ. 

1. :)(
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1
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carctgxc
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dtt
dt

x

dx
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x
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+=+==
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=

=
+ ∫∫  

2. :))(ln(ln
2
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2
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)ln(ln
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)ln(ln 2
2

cxc
t

dtt

xx

dx
dt

tx

xx
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+=+==
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Â»áñ»Ù 2. ºÃ» u(x) ¨ v(x) ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ (a;b) 
ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ áõÝ»Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ ¨ v(x)u’(x)-Á 
áõÝÇ Ý³ËÝ³Ï³Ý, ³å³ Ý³ËÝ³Ï³Ý ÏáõÝ»Ý³ Ý³¨ v’(x)u(x) 
ýáõÝÏóÇ³Ý ¨ ³éÏ³ ¿ Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨Á. 

∫∫ ′⋅−= :)()()()()(')( dxxuxvxvxudxxvxu  

ú·ïí»Éáí ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ¹Çý»ñ»ÝóÙ³Ý µ³Ý³Ó¨Çó, 
Ïëï³Ý³Ýùª 

),()()()())()(( xduxvxdvxuxvxud +=⋅
     

áñï»ÕÇó` :)()())()(()()( xduxvxvxudxdvxu −=  
²Ûë Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ³ç ¨ Ó³Ë ÏáÕÙ»ñÁ ÇÝï»·ñ»Éáí 

Ïëï³Ý³Ýùª 
( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )

:

u x dv x u x v x v x du x

udv uv vdu

= −

= −

∫ ∫

∫ ∫
Ï³Ù` 

²Ûë µ³Ý³Ó¨Á ÏáãíáõÙ ¿ Ù³ë»ñáí ÇÝï»·ñÙ³Ý 
µ³Ý³Ó¨: 

úñÇÝ³Ï3.  Ð³ßí»É 

2

2

2

,

,
1

1
ln(1 ) :

1 2

arctgx u dx dv

arctgxdx dx
du x v

x

dx
xarctgx x xarctgx x c

x

= =

= =
= =

+

= − = − + +
+

∫

∫

 

 
úñÇÝ³Ï 4.    Ð³ßí»É  

:cossinsinsin
sin,

cos,
cos cxxxxxx

xvdudx

dvxdxux
xdxx ++=−=

==

==
= ∫∫

 
 

¢3. è³óÇáÝ³É ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ÇÝï»·ñáõÙÁ¢3. è³óÇáÝ³É ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ÇÝï»·ñáõÙÁ¢3. è³óÇáÝ³É ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ÇÝï»·ñáõÙÁ¢3. è³óÇáÝ³É ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ÇÝï»·ñáõÙÁ    
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Ð³ÛïÝÇ ¿, áñ 
)(

)(
)(

xQ

xP
xR =  Ï³ÝáÝ³íáñ é³óÇáÝ³É 

ýáõÝÏóÇ³Ý (áñï»Õ )(xP     µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ëïÇ×³ÝÁ 
³éÝí³½Ý Ù»Ïáí ÷áùñ ¿ ( )xQ  µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ëïÇ×³ÝÇó) 
Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿`  
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ï»ëùáí, áñï»Õ :042 <− qp  
ºñµ é³óÇáÝ³É Ïáïáñ³ÏÁ Ï³ÝáÝ³íáñ ã¿, )(xP     

µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ëïÇ×³ÝÁ Ù»Í ¿ Ï³Ù Ñ³í³ë³ñ  ( )xQ  
µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ëïÇ×³ÝÇó, ³å³ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É` 
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)(
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)(

)( 2
1

xQ

xP
xP

xQ

xP
+=  

 
ï»ëùáí, áñï»Õ  )(1 xP -Á µ³½Ù³Ý¹³Ù ¿, ÇëÏ  )(2 xP  -Ç 
³ëïÇ×³ÝÁ ³éÝí³½Ý Ù»Ïáí ÷áùñ ¿ ( )xQ -Ç ³ëïÇ×³ÝÇó: 
²ÛëåÇëáí, é³óÇáÝ³É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÇÝï»·ñÙ³Ý Ñ³ñóÁ 
Ñ³Ý·áõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É ãáñë ïÇåÇ ÇÝï»·ñ³ÉÝ»ñÇ. 
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ø³ÝÇ áñ :042 <− qp  áõëïÇ 2/ ¨ 3/ ïÇåÇ 

ÇÝï»·ñ³ÉÝ»ñÁ Ñ³ßí»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ý»ñÙáõÍ»Ýù 
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¢4. ºé³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ ¢4. ºé³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ ¢4. ºé³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ ¢4. ºé³ÝÏÛáõÝ³ã³÷³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ 
å³ñáõÝ³ÏáÕ ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝ»ñÇ ¨ å³ñ½³·áõÛÝ å³ñáõÝ³ÏáÕ ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝ»ñÇ ¨ å³ñ½³·áõÛÝ å³ñáõÝ³ÏáÕ ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝ»ñÇ ¨ å³ñ½³·áõÛÝ å³ñáõÝ³ÏáÕ ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝ»ñÇ ¨ å³ñ½³·áõÛÝ 
Çé³óÇáÝ³É ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÇÝï»·ñáõÙÁÇé³óÇáÝ³É ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÇÝï»·ñáõÙÁÇé³óÇáÝ³É ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÇÝï»·ñáõÙÁÇé³óÇáÝ³É ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÇÝï»·ñáõÙÁ    

 
ºÃ» áõÝ»Ýù R(sinx; cosx) ïÇåÇ ýáõÝÏóÇ³, áñï»Õ 

R(x;y)-Á x-Ç ¨ y-Ç ÝÏ³ïÙ³Ùµ é³óÇáÝ³É ýáõÝÏóÇ³ ¿, ³å³ 
Ýßí³Í ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛ³Ý ÇÝï»·ñ³ÉÁ ³ñï³Ñ³ÛïíáõÙ ¿ 

ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ÙÇçáóáí 
2

x
tgt =  

ï»Õ³¹ñáõÙáí ¨ Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ  
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2

2

2 2

2 2

2 1
2 12 2sin ;  cos

1 1
1 1

2 2

x x
tg tg

t t
x x

x xt t
tg tg

−
−

= = = =
+ ++ +

  

áõÝ»Ý³Éáí, áñ 
21

2
,2

t

dt
dxarctgtx

+
==  , 

Ïëï³Ý³Ýù. 

∫∫ ∫ =
+









+

−

+
= dttR

t

dt

t

t

t

t
RdxxxR )(

1

2

1

1
;

1

2
)cos;(sin 122

2

2
, 

áñï»Õ )(1 tR -Ý é³óÇáÝ³É ýáõÝÏóÇ³ ¿, áñÝ 
³ñï³Ñ³ÛïíáõÙ ¿ ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñáí ¢3: 

 
¸Çï³ñÏ»Ýù ÙÇ ù³ÝÇ Ï³ñ¨áñ Ù³ëÝ³íáñ ¹»åù»ñ: 
1. ( )(sin )cos     (cos )sinR x xdx R x xdx∫ ∫ , áñï»Õ R-Ý Çñ 

³ñ·áõÙ»ÝïÇ é³óÇáÝ³É ýáõÝÏóÇ³ ¿: Î³ï³ñ»Éáí` 
dxdttx cossin =⇒=  ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ÷áË³ñÇÝáõÙÁ, 

Ïëï³Ý³Ýù ∫ ∫= :)(cos)(sin dttRxdxxR  

 

2. sin     ( cos )n nxdx xdx∫ ∫ : 

ºÝÃ³¹ñ»Ýù n=2k+1, Ýß³Ý³Ï»Ýù`  
xdxdttx sincos −=⇒= , 

ÏáõÝ»Ý³Ýù. 
 

∫ ∫∫ −−==+ :)1(sin)(sinsin 2212 dttxdxxdx kkk  

 
ú·ïí»Éáí ÜÛáõïáÝÇ »ñÏ³Ý¹³ÙÇ /µÇÝáÙÇ/ 

µ³Ý³Ó¨Çó ëï³óí³Í ÇÝï»·ñ³ÉÁ Ñ»ßïáõÃÛ³Ùµ Ï³ñ»ÉÇ ¿ 
Ñ³ßí»É: 

ºÃ» n=2k, ³å³ ÏÇñ³é»Éáí` 
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2

2cos1
sin,

2

2cos1
cos 22 x

x
x

x
−

=
+

=  Ï³ñ·Ç Çç»óÙ³Ý 

µ³Ý³Ó¨»ñÁ ¨ Ï»Ýï n-»ñÇ Ñ³Ù³ñ í»ñÁ Ýßí³Í Ù»Ãá¹Á, 
Ñ»ßïáõÃÛ³Ùµ ÏÑ³ßí»Ýù Ýßí³Í ÇÝï»·ñ³ÉÝ»ñÁ: 

 
 
3.  ∫ xdxx βα cossin ,  ∫ xdxx βα sinsin , ∫ xdxx βα coscos : 

 
ÎÇñ³é»Éáí`  

),)sin()(sin(
2

1
cossin xxxx βαβαβα −++=⋅  

),)cos()(cos(
2

1
sinsin xxxx βαβαβα +−−=⋅  

),)cos()(cos(
2

1
coscos xxxx βαβαβα −++=⋅  

 
µ³Ý³Ó¨»ñÁ Ñ»ßïáõÃÛ³Ùµ ÏÑ³ßí»Ýù ³Ûë 

ÇÝï»·ñ³ÉÝ»ñÁ: 

¸Çï³ñÏ»Ýù ∫ ),.....,,( 2

2

1

1

k

k

q

p

q

p

q

p

xxxxR  ÇÝï»·ñ³ÉÁ, 

»ÝÃ³¹ñ»Ýù m–Á Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ 
k

k

q

p

q

p

q

p
,....,

2

2

1

1  

Ïáïáñ³ÏÝ»ñÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Ñ³Ûï³ñ³ñÁ: ²Û¹ ¹»åùáõÙ 
Ï³ï³ñ»Éáí dxmtxt mm == −1,  Ýß³Ý³ÏáõÙÁ, ÏáõÝ»Ý³Ýù. 

 

,),.....,,(),.....,,( 1212

2

1

1

dtmtxxttRdxxxxxR
mnnnmq

p

q

p

q

p

kk

k

−

∫∫ =   

áñï»Õ ,,...,,
2

2
2

1

1
1 m

q

p
nm

q

p
nm

q

p
n

k

k

k ⋅=⋅=⋅=  ³ÙµáÕç 

Ãí»ñ »Ý ¨, Ñ»ï¨³µ³ñ, Çé³óÇáÝ³É ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛ³Ý 



 70

ÇÝï»·ñáõÙÁ µ»ñíáõÙ ¿ é³óÇáÝ³É ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛ³Ý 
ÇÝï»·ñÙ³Ý: 

 
úñÇÝ³Ï. Ð³ßí»É  

:)

357
(6

357
6

)
1

1
1(6

1
6

61

6

6

6 56 7357

2

246

2

8

5

6

3

cxarctg

x
xxx

carctgtt
ttt

dt
t

tttdt
t

t

dttdx

tx

x

dxx

++

+−+−=+







+−+−=

=
+

+−+−=
+

=
=

=
=

+ ∫∫∫
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¶ÉáõË 3.¶ÉáõË 3.¶ÉáõË 3.¶ÉáõË 3. ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ    
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñýáõÝÏóÇ³Ý»ñýáõÝÏóÇ³Ý»ñýáõÝÏóÇ³Ý»ñ    

    
¢ 1. ¢ 1. ¢ 1. ¢ 1. ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ     
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ,,,,    
»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý å³ïÏ»ñáõÙÁ»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý å³ïÏ»ñáõÙÁ»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý å³ïÏ»ñáõÙÁ»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý å³ïÏ»ñáõÙÁ,,,,    
ë³ÑÙ³ÝÁ ¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁë³ÑÙ³ÝÁ ¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁë³ÑÙ³ÝÁ ¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁë³ÑÙ³ÝÁ ¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ::::    

 
ØÇÝã¨ ÑÇÙ³ Ù»Ýù áõëáõÙÝ³ëÇñáõÙ ¿ÇÝù Ù»Ï ³ÝÏ³Ë 

÷á÷áË³Ï³ÝÇó Ï³Ëí³Í ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ, ³ÛëÇÝùÝ 
¹Çï³ñÏáõÙ ¿ÇÝù »ñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ Ñ³Ù³ï»Õ 
÷á÷áËáõÃÛáõÝÁ, áñáÝóÇó Ù»ÏÁ Ï³Ëí³Í ¿ñ ÙÛáõëÇó ¨ 
³ÝÏ³Ë ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ³ñÅ»ùáí ÉÇáíÇÝ áñáßíáõÙ ¿ñ 
Ï³ËÛ³É ÷á÷áË³Ï³ÝÇ Ï³Ù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÁ: ê³Ï³ÛÝ 
µÝáõÃÛ³Ý, ÇÝãå»ë Ý³¨ ïÝï»ë³·Çï³Ï³Ý ï³ñµ»ñ 
»ñ¨áõÛÃÝ»ñÇ áõëáõÙÝ³ëÇñáõÃÛ³Ý Å³Ù³Ý³Ï, µ³ó³éÇÏ ã»Ý 
³ÛÝ ¹»åù»ñÁ, »ñµ ïíÛ³É »ñ¨áõÛÃÇ áõëáõÙ³ëÇñáõÃÛáõÝÁ 
Ï³Ëí³Í ¿ áã Ã» Ù»Ï, ³ÛÉ ÙÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ 
Ñ³Ù³ï»Õ ÷á÷áËáõÃÛáõÝÇó: (²ÛëÇÝùÝ Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇª 

f(x)y =  ýáõÝÏóÇ³Ý, Çñ»ÝÇó Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¿ ýáõÝÏóÇáÝ³É 
Ï³Ëí³ÍáõÃÛ³Ý å³ñ½³·áõÛÝ ûñÇÝ³Ï): ²ÛëåÇëÇ 
»ñ¨áõÛÃÝ»ñÇ áõëáõÙÝ³ëÇñáõÃÛáõÝÁ å³Ñ³ÝçáõÙ ¿ñ 
Ï³ï³ñ»É³·áñÍ»É Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ³å³ñ³ïÁ ¨ 
Ý»ñÙáõÍ»É ÙÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
·³Õ³÷³ñÁ: 

úñÇÝ³Ï. 
1. x »ñÏ³ñáõÃÛáõÝ ¨ y É³ÛÝáõÃÛáõÝ áõÝ»óáÕ 
áõÕÕ³ÝÏÛáõÝÝ»ñÇ xyS =  Ù³Ï»ñ»ëÝ»ñÁ 
Ï³Ëí³Í »Ý »ñÏáõª x ¨ y ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇó, ¨ 
Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ »Ý »ñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÇ 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ å³ñ½³·áõÛÝ ûñÇÝ³Ï: 



 72

2. 21 b

2

b

10 xxbz =  ýáõÝÏóÇ³Ý, áñÁ 

ïÝï»ë³·ÇïáõÃÛ³Ý Ù»ç Ñ³ÛïÝÇ ¿ áñå»ë Îáµ-
¸áõ·É³ëÇ ýáõÝÏóÇ³: 

3. bxa...xaxaz nn2211 ++++= , áñï»Õ b,a...,a,a n21  
Ñ³ëï³ïáõÝ Ãí»ñ »Ý, ÏáãíáõÙ ¿ ·Í³ÛÇÝ 
ýáõÝÏóÇ³: 

f(x)y =  Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹»åùáõÙ, 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·³Õ³÷³ñÁ ë³ÑÙ³Ý»ÉÇë, Ù»Ýù ¹Çï³ñÏáõÙ 
¿ÇÝù x-Ç ³ÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝóÇó 
Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÇÝ ïíÛ³É ûñ»Ýùáí 
Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÃÛ³Ý Ù»ç ¿ ¹ñíáõÙ y-Ç áñáß³ÏÇ 
³ñÅ»ù: x-Ç ³Û¹ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ (Ñ³Ù³ËáõÙµÁ) 
³Ýí³Ý»É »Ýù ( )xf  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃ: 
ºñÏñ³ã³÷áñ»Ý ³Û¹ ïÇñáõÛÃÁ Çñ»ÝÇó Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¿ñ 
áõÕÇÕ ox ³é³ÝóùÇ íñ³ Ï³Ù M Ï»ï»ñÇ ÙÇ {M}  
µ³½ÙáõÃÛáõÝ: 

y)f(x,z =  »ñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇó Ï³Ëí³Í 
ýáõÝÏóÇ³Ý áñáß»Éáõ Ñ³Ù³ñ å»ïù ¿ óáõÛó ï³Ýù, Ã» x, y 
÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÁ (x,y) ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ÇÝãåÇëÇ ½áõÛ·»ñ 
Ï³ñáÕ »Ý ÁÝ¹áõÝ»É Ñ³Ù³ï»Õ, Ñ»Ýó ³Û¹ ½áõÛ·»ñÇ M 
µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏÉÇÝÇ x, y ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ÷á÷áËÙ³Ý 
ïÇñáõÛÃÁ (áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÁ` D(f) ): 

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. z ÷á÷áË³Ï³ÝÁ (÷á÷áËÙ³Ý Z 
ïÇñáõÛÃáí) ÏáãíáõÙ ¿ x, y ³ÝÏ³Ë ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ 
ýáõÝÏóÇ³ M µ³½ÙáõÃÛáõÝáõÙ, »Ã» M-Çó í»ñóñ³Í 
Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ (x,y) ½áõÛ·Ç (Ï³Ù M Ï»ïÇÝ) 
áñ¨¿ Ï³ÝáÝáí Ï³Ù ûñ»Ýùáí, Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óíáõÙ ¿  
z-Ç Ù»Ï áñáß³ÏÇ ³ñÅ»ù Z-Çó: 

àñï»Õ M µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃ: x, y ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý z 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñ·áõÙ»ÝïÝ»ñ: z ¨ x, y ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ 
Ï³åÁ ·ñíáõÙ ¿. 
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y)f(x,z = , y)(x,z ϕ= , y)z(x,z =  ¨ ³ÛÉÝ: 
ºÃ» )y;(xM 000  Ï»ïÁ Ï³Ù ½áõÛ·Á í»ñóí³Í ¿ { }M -Çó, 

³å³ )y,f(x 00 -Ý Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿ y)f(x,  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ãí³ÛÇÝ 

³ñÅ»ùÁ, áñÝ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ 0xx = , 0yy =  ¹»åùáõÙ: ÜáõÛÝ 

Ó¨áí ¿ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ Ý³¨ nxxx ,,, 21 L  ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ 

ýáõÝÏóÇ³Ý ¨ ·ñíáõÙ ¿ ( )nxxxfz ,,, 21 L= , ûñÇÝ³Ïª 

2

2

1 xπxz =  ýáõÝÏóÇ³Ý Çñ»ÝÇó Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¿ ·É³ÝÇ 
Í³í³ÉÁ, áñï»Õ x1-Á ÑÇÙùÇ ß³é³íÇÕÝ ¿, ÇëÏ x2-Á Ýñ³ 
µ³ñÓñáõÃÛáõÝÁ: 

úñÇÝ³Ï. ¶ïÝ»É 2

2

2

1 xx1z −−=  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáßÙ³Ý 

ïÇñáõÛÃÁ: ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù ïí³Í ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáßÙ³Ý 
ïÇñáõÛÃÁ áñáßíáõÙ ¿ 0xx1 2

2

2

1 ≥−−  å³ÛÙ³ÝÇó Ï³Ù 

1xx 2

2

2

1 ≤+ , áñÁ Çñ»ÝÇó Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¿ ÙÇ³íáñ 
ßñç³Ý³·ÇÍ, áñÇ Ï»ÝïñáÝÁ ·ïÝíáõÙ ¿ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ 
ëÏ½µÝ³Ï»ïáõÙ: 

ø³ÝÇ áñ (x,y) Ãí³½áõÛ·áí áñáßíáõÙ ¿ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ÙÇ 
M Ï»ï, áõëïÇ »ñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáßÙ³Ý 
ïÇñáõÛÃÁ »ñÏñ³ã³÷áñ»Ý ÏÝ»ñÏ³Û³óÝÇ y)M(x,  Ï»ï»ñÇ 
ÙÇ { }MM =  µ³½ÙáõÃÛáõÝ xoy Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³, 
Ù³ëÝ³íáñ³å»ë ÙÇ Ñ³ñÃ å³ïÏ»ñ, áñÁ 
ë³ÑÙ³Ý³÷³Ïí³Í ¿ Ù»Ï Ï³Ù ÙÇ ù³ÝÇ ·Í»ñáí: 
Ï³Ù ÇÝãå»ë í»ñÁ µ»ñí³Í ûñÇÝ³ÏáõÙª 
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ÖÇßï ³Û¹å»ë ¿É z)y,f(x,u =  »ñ»ù ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÁ ÏÉÇÝÇ (x,y,z) »éÛ³Ï 
³ñÅ»ùÝ»ñÇ Ñ³Ù³ËáõÙµÁ, áñÁ »ñÏñ³ã³÷áñ»Ý 
Ïå³ïÏ»ñ³óÝ»Ýù áñå»ë M(x,y,z) Ï»ï»ñÇ ÙÇ µ³½ÙáõÃÛ³Ý 

{ }MM =  µ³½ÙáõÃÛáõÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ù»ç: 
Ø³ëÝ³íáñ³å»ë ï³ñ³Í³Ï³Ý Ù³ñÙÇÝ, áñÁ 
ë³ÑÙ³Ý³÷³Ïí³Í ¿ Ù»Ï Ï³Ù ÙÇ ù³ÝÇ Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÝ»ñáí: 
 
 

 
    
    
    

1. ºñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ1. ºñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ1. ºñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ1. ºñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ    
»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý å³ïÏ»ñáõÙÁ»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý å³ïÏ»ñáõÙÁ»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý å³ïÏ»ñáõÙÁ»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý å³ïÏ»ñáõÙÁ    

 
Ø»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹»åùáõÙ, x-Á ¨ Ýñ³Ý 

Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ y-Á ¹Çï³ñÏ»Éáí, áñå»ë 
¹»Ï³ñïÛ³Ý Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ù»ç, (x,y) 
Ï³ñ·³íáñí³Í Ãí³½áõÛ·ÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿ñ ÙÇ 
M Ï»ï Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³: Ð³ñÃáõÃÛ³Ý Ù»ç ³ÛÝ µáÉáñ M 
Ï»ï»ñÇ Ñ³Ù³ËáõÙµÁ, áñáÝó (x,y) Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ 
µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý ïí³Í f(x)y =  Ñ³í³ë³ñÙ³ÝÁ, 
³Ýí³ÝáõÙ »Ýù ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý 
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å³ïÏ»ñ Ï³Ù ·ñ³ýÇÏ: êáíáñ³µ³ñ ³Û¹ ÙÇ L Ïáñ ¿ñ 
(Ù³ëÝ³íáñ³å»ë áõÕÇÕ), áñÇ åñáÛ»ÏóÇ³Ý  ox ³é³ÝóùÇ 
íñ³ ÙÇ [ ]ba;  ÙÇç³Ï³Ûù ¿ñ, áñÁ ¨ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ñ f(x)y =  
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃ (»Ã» ýáõÝÏóÇ³Ý 
³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿): ²Ûë ¹»åùáõÙ ³ëáõÙ »Ýù, áñ »ñµ x-Á 
÷á÷áËíáõÙ ¿ a-Çó ÙÇÝã¨ b, y)M(x,  Ï»ï»ñÁ ·ÍáõÙ »Ý L 
ÏáñÁ: 

a b

M(x,y)
y = f (x)

Y

Xo

L

 
 
Ð³Ù³ÝÙ³Ý Ó¨áí y)f(x,z =  »ñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÇ 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹»åùáõÙ x-Á, y-Á ¨ Ýñ³Ýó 
Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ z-Á ¹Çï³ñÏ»Éáí áñå»ë 
¹»Ï³ñïÛ³Ý Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ù»ç (x,y,z) 
Ãí³ÛÇÝ »éÛ³ÏÇÝ ÏÑ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óÝ»Ýù ÙÇ M Ï»ï 
ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ù»ç: î³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ³ÛÝ µáÉáñ M(x,y,z) 
Ï»ï»ñÇ Ñ³Ù³ËáõÙµÁ, áñáÝó Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ 
µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý y)f(x,z =  Ñ³í³ë³ñÙ³ÝÁ, Ï³Ýí³Ý»Ýù 
³Û¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý å³ïÏ»ñ Ï³Ù ·ñ³ýÇÏ: 

êáíáñ³µ³ñ ³Û¹ ÏÉÇÝÇ ÙÇ S Ù³Ï»ñ¨áõÛÃ, áñÇ 
åñáÛ»ÏóÇ³Ý xoy Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ ÏÉÇÝÇ ÙÇ G Ñ³ñÃ 
å³ïÏ»ñ, áñÁ ÏÉÇÝÇ Ñ»Ýó f(x,y) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáßÙ³Ý 
ïÇñáõÛÃÁ: 
Î³ë»Ýù, áñ »ñµ P(x,y) Ï»ïÁ ÷á÷áËíáõÙ ¿  G ïÇñáõÛÃáõÙ, 
Ñ³ÙÁÝÏÝ»Éáí µáÉáñ Ï»ï»ñÇ Ñ»ï, ³Û¹ ¹»åùáõÙ P(x,y,z) 
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Ï»ïÁ, áñï»Õ z-Á áñáßíáõÙ ¿ y)f(x,z =  ýáõÝÏóÇ³Ûáí ·ÍáõÙ 
¿ S Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÁ: 

 
z

x

y

P
z = (x,y)f 

P0

S

G

 
 

2. ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ2. ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ2. ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ2. ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ    
ë³ÑÙ³ÝÁ ¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁë³ÑÙ³ÝÁ ¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁë³ÑÙ³ÝÁ ¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁë³ÑÙ³ÝÁ ¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ    

 
Ø³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ³Ý³ÉÇ½Ç ß³ï 

Ñ³ëÏ³óáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ (·³Õ³÷³ñÝ»ñ), áñáÝù ë³ÑÙ³Ýí»É 
»Ý Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ Ñ³Ù³ñ, ³íïáÙ³ï Ï»ñåáí Ï³ñáÕ 
»Ý ë³ÑÙ³Ýí»É Ý³¨ ÙÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ: 

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 1. 
0 0 0
( , )P x y  Ï»ïÇ δ  ßñç³Ï³Ûù ÏáãíáõÙ ¿ 

0
P  Ï»ÝïñáÝáí ¨ δ  ß³é³íÕáí ßñç³ÝÇ Ý»ñùÇÝ Ù³ëÁ ¨ 
Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ ( )

0
,P δU  ëÇÙíáÉáí: 

ê³ÑÙ³ÝáõÙ 2.  A ÃÇíÁ ÏáãíáõÙ ¿ y)f(x,z =  
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³ÝÁ 

0
P  Ï»ïáõÙ, »Ã» 0>∀ε  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ 

δ);(P0U∃  ³ÛÝåÇëÇ ßñç³Ï³Ûù, áñ ³Û¹ ßñç³Ï³ÛùÇÝ 

å³ïÏ³ÝáÕ µáÉáñ Ï»ï»ñáõÙ (µ³ó³éáõÃÛ³Ùµ ·áõó» 0P  

Ï»ïÇ) Çñ³í³óÇ ¿ Ñ»ï¨Û³ÉÁ  ε<− APf )( , Ï³Ù 

ε<− Ayxf );( : 
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²Û¹ ¹»åùáõÙ ·ñáõÙ »Ýª Af(P)lim
0PP

=
→

 Ï³Ù Ay)f(x;lim

0

0

yy

xx
=

→

→
, 

áñáíÑ»ï¨ »ñµ 0PP → , ³å³ 0xx → , 0yy → :  

ÜáõÛÝ Ó¨áí, »Ã» Ù»Ýù áõÝ»Ýù n ÷á÷áË³Ï³ÝÇ 
)x,...,xf(xy n21=  ýáõÝÏóÇ³Ý, )x,...,xM(x n21  Ï»ïÁ ¨ 

( )
000

,,, 210 nxxxM L  Ï»ï»ñÁ, ³å³ ³ëí³ÍÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ 

»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ï»ñÙÇÝÝ»ñáí Ó¨³Ï»ñå»É Ñ»ï¨Û³É 
Ï»ñå. 

A ÃÇíÁ ÏáãíáõÙ ¿ f(M) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ë³ÑÙ³Ý` M Ï»ïÁ 
0M -ÇÝ Ó·ï»ÉÇë (Ï³Ù 0M  Ï»ïáõÙ), »Ã» Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ 

0>ε  ÃíÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ³ÛÝåÇëÇ 0>r  ÃÇí, áñ 
( ) ε<− AMf , Ñ»Ýó áñ MM0 Ñ»é³íáñáõÃÛáõÝÁ ÷áùñ ¿ r -

Çó`  
 

( ) ( ) ( ) 




 <−++−+− rxxxxxx nn

22

22

2

11 000
L : 

 
ºÝÃ³¹ñíáõÙ ¿, áñ M Ï»ïÁ` )x,...,xM(x n21  

å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ )x,...,xf(x n21  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáßÙ³Ý 
ïÇñáõÛÃÇ M µ³½ÙáõÃÛ³ÝÁ, ¨ (1) ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ 
å»ïù ¿ ï»ÕÇ áõÝ»Ý³ M µ³½ÙáõÃÛ³Ý ³ÛÝ Ï»ï»ñáõÙ, 
áñáÝù ·ïÝíáõÙ »Ý M0 Ï»ïÇ µ³í³Ï³Ý³ã³÷ ÷áùñ 
·Ý¹³ÛÇÝ ßñç³Ï³ÛùáõÙ, µ³ó³éáõÃÛ³Ùµ M0 Ï»ïÇ: 

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. ²ëáõÙ »Ý y)f(x,z =  ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ 
³ÝÁÝ¹Ñ³ï (x0,y0) Ï»ïáõÙ, »Ã»ª 

1) Ý³ áñáßí³Í ¿ )y;(xM 000  Ï»ïáõÙ, 

2) áõÝÇ í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³Ý, 0xx → , 0yy → , 

3) ³Û¹ ë³ÑÙ³ÝÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÇÝ 
M0 Ï»ïáõÙ, ³ÛëÇÝùÝ` ( ) ( )00 ,,lim

0

0

yxfyxf

yy
xx

=
→
→

: 
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¢ 2. ¢ 2. ¢ 2. ¢ 2. ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ    ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ: üáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ: üáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ: üáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ: üáõÝÏóÇ³ÛÇ 

¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛáõÝÁ: ÈñÇí ¹Çý»¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛáõÝÁ: ÈñÇí ¹Çý»¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛáõÝÁ: ÈñÇí ¹Çý»¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛáõÝÁ: ÈñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É: ñ»ÝóÇ³É: ñ»ÝóÇ³É: ñ»ÝóÇ³É: 
Þáß³÷áÕ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ¨ ÝáñÙ³ÉÇ Þáß³÷áÕ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ¨ ÝáñÙ³ÉÇ Þáß³÷áÕ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ¨ ÝáñÙ³ÉÇ Þáß³÷áÕ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ¨ ÝáñÙ³ÉÇ 

Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁ: ÈñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁ: ÈñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁ: ÈñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁ: ÈñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ 
»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ: »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ: »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ: »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ:     

 
1111. . . . ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ 

³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ:³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ:³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ:³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ:    
 
        Ü³Ë  ¹Çï³ñÏ»Ýù »ñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ 

( )yxfz ,=  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹»åùÁ: ¸Çóáõù zx∆ -Á ( )yxfz ,=  

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ³×Ý ¿ ( )000 , yxP  Ï»ïáõÙ Áëï x 
³ñ·áõÙ»ÝïÇ: 
        ê³ÑÙ³ÝáõÙ ºÃ» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ  
 

( ) ( )
x

yxfyxxf

x

z

x

x

x ∆

−∆+
=

∆

∆

→∆→∆

0000

00

,,
limlim  

í»ñç³íáñ ë³ÑÙ³ÝÁ, ³å³ ³ÛÝ ÏáãíáõÙ ¿ ( )yxfz ,=  
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³É Áëï x ³ñ·áõÙ»ÝïÇ 0P  

Ï»ïáõÙ ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ ³Ûëå»ë` ( )00 , yxf x
′  Ï³Ù 

( )
x

yxf

∂

∂ 00 ,
: 

        ²ÛëåÇëáí,    ( )
( ) ( )

x

yxfyxxf
yxf

x
x

∆

−∆+
=′

→∆

0000

0
00

,,
lim, : 

        ÜáõÛÝ Ï»ñå ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ ( )yxfz ,=  
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ Áëï y  
÷á÷áË³Ï³ÝÇ 0P  Ï»ïáõÙ` 

( )
( ) ( )

y

yxfyyxf
yxf

y
y

∆

−∆+
=′

→∆

0000

0
00

,,
lim, : 
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         ÀÝ¹Ñ³Ýñ³å»ë, n ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ 
( )nxxxfz ,,, 21 L=  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³É Áëï 

( )nixi ,,2,1 L=  ³ñ·áõÙ»ÝïÇ ( )00

2

0

10 ,,, nxxxP L  Ï»ïáõÙ 
ÏáãíáõÙ ¿ ³Û¹ Ï»ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ zx∆  Ù³ëÝ³ÏÇ ³×Ç ¨ ix  
³ñ·áõÙÝ»ïÇ ix∆  ³×Ç Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÁ, »ñµ 

0→∆ ix , »Ã» ³Û¹ ë³ÑÙ³ÝÁ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ. 

( )0 0 0

1 2
, , ,

x ni
f x x x′ =L  

( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 2 1 1 1 2

0

, , , , , , , , , ,
lim

i i i i n n

x

i

i

f x x x x x x x f x x x

x

− +

∆ →

+ ∆ −
=

∆

L L L
: 

       Ø³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ Ï³Ëí³Í »Ý 
³ÛÝ ( )yxP ,  Ï»ïÇó, áñï»Õ ¹ñ³Ýù Ñ³ßííáõÙ »Ý: 
Ð»ï¨³µ³ñ, »ñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ( )yxfz ,=  
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ, ÁÝ¹Ñ³Ýñ³å»ë 
³ë³Í, ( )yxP ,  Ï»ïÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ »Ý, ³ÛëÇÝùÝ ÝáõÛÝå»ë 
Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ »Ý »ñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ, 
áñáÝù Ýß³Ý³ÏíáõÙ »Ý ³Ûëå»ë` 

( ) ( )yxfyxf yx ,,, ′′  Ï³Ù yx zz ′′ ,  Ï³Ù 
y

z

x

z

∂

∂

∂

∂
, : 

        ÜáõÛÝ Ï»ñå Ýß³Ý³ÏíáõÙ »Ý »ñ»ù ¨ ³í»ÉÇ ÷á÷áË³-
Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ: 
         ø³ÝÇ áñ ÙÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ Áëï áñ¨¿ ³ñ·áõÙ»ÝïÇ áñáß»ÉÇë 
ÙÛáõë µáÉáñ ³ñ·áõÙ»ÝïÝ»ñÁ ¹ÇïíáõÙ »Ý Çµñ¨ Ñ³ëï³-
ïáõÝÝ»ñ, áõëïÇ ³Û¹ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ·ïÝ»Éáõ ·áñ-
ÍáÕáõÃÛáõÝÁ ÷³ëïáñ»Ý Ñ³Ý·áõÙ ¿ Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ëáíáñ³Ï³Ý ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ·ïÝ»ÉáõÝ: Ð»ï¨³-
µ³ñ, ÙÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ù³ëÝ³-
ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ û·ïíáõÙ »Ý Ù»Ï ÷á-
÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ëáíáñ³Ï³Ý ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ 
Ñ³ßí»Éáõ Ï³ÝáÝÝ»ñÇó: 
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        ºñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ 
³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ Ù»ÏÝ³µ³Ý»Ýù »ñÏñ³ã³÷áñ»Ý: ¸Çóáõù 

( ),z f x y=  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ áñ¨¿ Ù³Ï»ñ¨áõÛÃ ¿: ²Û¹ 

Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÁ Ñ³ï»Ýù 0yy =  Ñ³ñÃáõÃÛ³Ùµ: Ð³ïáõÛÃáõÙ 

Ïëï³Ý³Ýù AB  ÏáñÁ, áñÁ ÏÉÇÝÇ ÙÇ³ÛÝ x  ÷á÷áË³Ï³ÝÇ 
( )0, yxf  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ 0yy =  Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ù»ç 

(ÝÏ.1): 

 
ÝÏ.1 
 

        ´³Ûó ³Û¹ ¹»åùáõÙ Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
³Í³ÝóÛ³ÉÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Ï³ñáÕ 
»Ýù åÝ¹»É, áñ ( )0, yxf  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ 0xx =  

Ï»ïáõÙ, Ï³Ù áñ ÙÇ¨ÝáõÛÝÝ ¿, ( )yxfz ,=  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ xz′  

Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ( )000 , yxP  Ï»ïáõÙ Ñ³í³ë³ñ ¿ 0P  

Ï»ïáõÙ AB  ÏáñÇÝ ï³ñí³Í ßáßá÷áÕáí ¨ OX  ³é³ÝóùÇ 
¹ñ³Ï³Ý áõÕÕáõÃÛ³Ý Ñ»ï Ï³½Ù³Í α  ³ÝÏÛ³Ý 
ï³Ý·»ÝëÇÝ`  

( ) αtgyxf x =′
00 , : 
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      ºÃ» ( )yxfz ,=  Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÁ Ñ³ï»Ýù 0xx =  

Ñ³ñÃáõÃÛ³Ùµ, ³å³ Ñ³ïáõÛÃáõÙ Ïëï³Ý³Ýù CD  ÏáñÁ, 
áñÁ ÏÉÇÝÇ ÙÇ³ÛÝ y  ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ( )yxfz ,0=  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

·ñ³ýÇÏÁ ( 0xx =  Ñ³ñÃáõñÛ³Ý Ù»ç): ( )00 , yxf y
′ -Ý ÏÉÇÝÇ ³Û¹ 

ÏáñÇÝ 0P  Ï»ïáõÙ ï³ñí³Í ßáß³÷áÕáí ¨ OY  ³é³ÝóùÇ 
¹ñ³Ï³Ý áõÕÕáõÃÛ³Ùµ Ï³½Ùí³Í β  ³ÝÏÛ³Ý ï³Ý·»ÝëÁ` 

( ) βtgyxf y =′
00 , : 

    
    

¢ 2¢ 2¢ 2¢ 2. ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ. ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ. ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ. ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ    üáõÝÏóÇ³ÛÇ üáõÝÏóÇ³ÛÇ üáõÝÏóÇ³ÛÇ üáõÝÏóÇ³ÛÇ 
¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛáõÝÁ: ÈñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É:¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛáõÝÁ: ÈñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É:¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛáõÝÁ: ÈñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É:¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛáõÝÁ: ÈñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É:    

 
ÆÝãå»ë Ñ³ÛïÝÇ ¿ ( )yxfz ,=  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÉñÇí ³×Á 

( )yxP ,  Ï»ïáõÙ áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ` 
 
          ( ) ( )yxfyyxxfz ,, −∆+∆+=∆ :                    (1) 

 
        ¸Çóáõù  ( )yxf ,  ýáõÝÏóÇ³Ý ( )yxP ,  Ï»ïáõÙ áõÝÇ 
³ÝÁÝ¹Ñ³ï Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ: üáõÝÏóÇ³ÛÇ ÉñÇí 
³×Á Ý»ñÏ³Û³óÝ»Ýù Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ ÙÇçáóáí: 
¸ñ³ Ñ³Ù³ñ (1)-Ç ³ç Ù³ëÇÝ ·áõÙ³ñ»Ýù ¨ Ñ³Ý»Ýù 

( )yyxf ∆+, . 
 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]yxfyyxfyyxfyyyxfz ,,,, −∆++∆+−∆+∆+=∆ : (2) 
 

        ºñÏñáñ¹ ÷³Ï³·ÍáõÙ ·ïÝíáÕ ( ) ( )yxfyyxf ,, −∆+  
ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ¹Çï»É Çµñ¨ ÙÇ³ÛÝ y -Çó 
Ï³Ëí³Í ýáõÝÏóÇ³ÛÇ »ñÏáõ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝ 
( x³ñ·áõÙ»ÝïÁ ÙÝ³ó»É ¿ ³Ý÷á÷áË): ²Û¹ ï³ñµ»ñáõÃÛ³Ý 
ÝÏ³ïÙ³Ùµ ÏÇñ³é»Éáí È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÁ, Ïëï³Ý³Ýù` 
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                       ( ) ( ) ( ), , ,
y

f x y y f x y f x y y′+ ∆ − = ∆ ,           (3) 

 
áñï»Õ y -Á ·ïÝíáõÙ ¿ y -Ç ¨ yy ∆+ -Ç ÙÇç¨: 
         ÖÇßï ÝáõÛÝ Ï»ñå ³é³çÇÝ ÷³Ï³·ÍáõÙ ·ïÝíáÕ 
ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ¹Çï»É Çµñ¨ ÙÇ³ÛÝ x -Çó 
Ï³Ëí³Í ýáõÝÏóÇ³ÛÇ »ñÏáõ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝ  
( yy ∆+  ³ñÅ»ùÁ ÙÝ³ó»É ¿ ³Ý÷á÷áË): ²Û¹ ï³ñµ»ñáõÃÛ³Ý 
ÝÏ³ïÙ³Ùµ ÏÇñ³é»Éáí È³·ñ³ÝÅÇ Ã»áñ»ÙÁ, Ïëï³Ý³Ýù` 
      ( ) ( ) ( ), , ,

x
f x x y y f x y y f x y y x′+ ∆ + ∆ − + ∆ = + ∆ ∆ ,        (4) 

áñï»Õ x -Á ·ïÝíáõÙ ¿ x -Ç ¨ xx ∆+ -Ç ÙÇç¨: 
        Æ ÝÏ³ïÇ áõÝ»Ý³Éáí (3) ¨ (4) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, 
(2)-Çó ÏáõÝ»Ý³Ýù` 
                  ( ) ( ), ,

x y
z f x y y x f x y y′ ′∆ = + ∆ ∆ + ∆ :                (5) 

        Àëï å³ÛÙ³ÝÇ ( )yxf x ,′  ¨ ( )yxf y ,′  Ù³ëÝ³ÏÇ 

³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý ( )yx,  Ï»ïáõÙ, Ñ»ï¨³µ³ñ, 
Ï³ñáÕ »Ýù ·ñ»É` 
 

                     
( ) ( )

( ) ( )

0
0

0
0

lim , , ,

lim , ,

x xx
y

y yx
y

f x y y f x y

f x y y f x y

∆ →
∆ →

∆ →
∆ →

′ ′+ ∆ = 



′ ′+ ∆ = 


:                     (6)  

 
(å³ñ½ ¿, áñ »ñµ 0,0 →∆→∆ yx , ³å³ ,x x y y→ → ): 
        ê³ÑÙ³ÝÝ»ñÇ ï»ëáõÃÛ³Ý ÑÇÙÝ³Ï³Ý É»ÙÙÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ 
(5) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ï³ñáÕ »Ýù Ý»ñÏ³Û³óÝ»É 
Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí` 
 

                    
( ) ( )

( ) ( )

, ,

, ,

x x

y y

f x y y f x y

f x y f x y

α

β

′ ′+ ∆ = + 


′ ′= + 
,                  (7)  
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áñï»Õ α -Ý ¨ β -Ý ³Ýí»ñç ÷áùñ»ñ »Ý, »ñµ 

0,0 →∆→∆ yx (³ÛëÇÝùÝ` »ñµ ( ) ( ) 0
22

→∆+∆=∆ yxρ ): 

        (7) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ßÝáñÑÇí (5) ³éÝãáõÃÛáõÝÁ 
ÏÁÝ¹áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ` 
 
             ( ) ( ) yxyyxfxyxfz yx ∆+∆+∆′+∆′=∆ βα,, :          (8) 

 
yx ∆+∆ βα  ·áõÙ³ñÁ µ³ñÓñ Ï³ñ·Ç ³Ýí»ñç ÷áùñ ¿ 

( ) ( ) 0
22

→∆+∆=∆ yxρ  ³Ýí»ñç ÷áùñÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ, »ñµ 
0→∆ρ : Æñáù, 

000limlimlim
000

=+=
∆

∆
+

∆

∆
=

∆

∆+∆

→∆→∆→∆ ρ

β

ρ

α

ρ

βα
ρρρ

yxyx
 

(ù³ÝÇ áñ 0,0 →→ βα  ¨, µ³óÇ ¹ñ³ÝÇó, 1≤
∆

∆

ρ

x
, 1≤

∆

∆

ρ

y
): 

        (8)-Ç ³ç Ù³ëÇ ³é³çÇÝ »ñÏáõ ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ»ñÇ 
·áõÙ³ñÁ ·Í³ÛÇÝ ¿ x∆ -Ç ¨ y∆ -Ç ÝÏ³ïÙ³Ùµ: 
         ºÃ» ( ) 0, ≠′ yxf x , ( ) 0, ≠′ yxf y , ³å³ 

( ) ( ) yyxfxyxf yx ∆′+∆′ ,, ³ñï³Ñ³ÛïáõÃáõÛÝÝ Çñ»ÝÇó 

Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Ç ·ÉË³íáñ Ù³ëÁ, áñÁ Z∆ -

Çó ï³ñµ»ñíáõÙ ¿ ( ) ( )22
yx ∆+∆=∆ρ -Ç ÝÏ³ïÙ³Ùµ µ³ñÓñ 

Ï³ñ·Ç ³Ýí»ñç ÷áùñáí: 
        ê³ÑÙ³ÝáõÙ.  ºÃ»  ( )yxfz ,=  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Á ( )yx,  
Ï»ïáõÙ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É (8) ï»ëùáí, ³å³ ( )yxf ,  
ýáõÝÏóÇ³Ý ³Û¹ Ï»ïáõÙ ÏáãíáõÙ ¿ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ, ÇëÏ ³×Ç 
·ÉË³íáñ Ù³ëÁ ÏáãíáõÙ ¿ ÉñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É ¨ 
Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ dz  Ï³Ù ( )yxdf ,  ëÇÙíáÉáí: 
         ²ÛëåÇëáí, »Ã» ( )yxf ,  ýáõÝÏóÇ³Ý ïñí³Í Ï»ïáõÙ 
áõÝÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ, ³å³ ³Û¹ 
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ýáõÝÏóÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ Ýßí³Í Ï»ïáõÙ ¨ áõÝÇ ÉñÇí 
¹Çý»ñ»ÝóÇ³É` 

( ) ( ) yyxfxyxfdz yx ∆′+∆′= ,, : 

         ²ÝÏ³Ë ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ x∆  ¨ y∆  ³×»ñÁ 
Ï³Ý³í³Ý»Ýù x  ¨ y  ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñ 
¨ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù dx  ¨ dy : ²Û¹ ¹»åùáõÙ ÉñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ 
ÏÁÝ¹áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ` 
 

( ) ( )dyyxfdxyxfdz yx ,, ′+′=  Ï³Ù 

dy
y

z
dx

x

z
dz

∂

∂
+

∂

∂
= : 

        ºñ»ù ¨ ³í»ÉÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇáõÃÛ³Ý ¨ ÉñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ ·³Õ³÷³ñÝ»ñÁ 
ïñíáõÙ »Ý ×Çßï ³ÛÝå»ë, ÇÝãå»ë »ñÏáõ 
÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ: 
        n-ã³÷³ÝÇ áñ¨¿ ïÇñáõÛÃáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ 

( )nxxxfz ,,, 21 L=  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÉñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ 

³ñï³Ñ³ÛïíáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨áí` 
 

n

n

dx
x

z
dx

x

z
dx

x

z
dz

∂

∂
++

∂

∂
+

∂

∂
= L2

2

1

1

: 

 
      úñÇÝ³Ï. ¶ïÝ»É xzyzxyzxyU ++−= 322  »ñ»ù 
÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ( )zyxU ,,  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÉñÇí 
¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ ( )zyx ,,  Ï»ïáõÙ: 
      ÈáõÍáõÙ.  ¶ïÝ»Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ 
³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ 

      zyzy
x

u
+−=

∂

∂
22 , zxxyz

y

u
322 +−=

∂

∂
, xyxy

y

u
++=

∂

∂
32 : 

Ð»ï¨³µ³ñ, ÉñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É µ³Ý³Ó¨Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ 
ÏáõÝ»Ý³Ýù` 
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( ) ( ) ( )dzxyxydyzxxyzdxzyzydu ++++−++−= 33222 22 : 
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    3. 3. 3. 3. Þáß³÷áÕ Ñ³ñÃáõÃÞáß³÷áÕ Ñ³ñÃáõÃÞáß³÷áÕ Ñ³ñÃáõÃÞáß³÷áÕ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ¨ ÝáñÙ³ÉÇ Û³Ý ¨ ÝáñÙ³ÉÇ Û³Ý ¨ ÝáñÙ³ÉÇ Û³Ý ¨ ÝáñÙ³ÉÇ 
Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁ: ÈñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁ: ÈñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁ: ÈñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁ: ÈñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ 

»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ:»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ:»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ:»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ:    
 

¸Çóáõù ( )yxfz ,=  ýáõÝÏóÇ³Ý áñ¨¿ ïÇñáõÛÃÇ 
( )000 , yxP  Ï»ïáõÙ áõÝÇ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï Ù³ëÝ³ÏÇ 

³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ, ³ÛëÇÝùÝ` ³Û¹ Ï»ïáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿: ²Û¹ 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ áñ¨¿ S Ù³Ï»ñ¨áõÛÃ ¿: 

),( yxP

0
z

xx ∆+0

0
x

yy ∆+
0

0
P

0y

z∆

dz

N

Q

M

0
M

S

O

T

Y

X

Z

ÝÏ.2 
 
       S  Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÇ ( )0000 ,, zyxM   ( ( )000 , yxfz = ) Ï»ïáõÙ 

ßáß³÷áÕ Ñ³ñÃáõÃÛáõÝ ÏáãíáõÙ ¿ ³ÛÝ Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÁ, áñÁ 
ïñíáõÙ ¿` 
 

  ( )( ) ( )( )0000000 ,, yyyxfxxyxfzz yx −′+−′=−            (1) 

 
Ñ³í³ë³ñáõÙáí, áñï»Õ z -Á Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ÁÝÃ³óÇÏ Ï»ïÇ 
³åÉÇÏ³ïÝ ¿: 
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         Þáß³÷áÕ Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù T -áí: ²ÛÝ 
³ÝóÝáõÙ ¿ Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÇ 0M  Ï»ïáí ¨ ï³ñµ»ñíáõÙ ¿ ³Û¹ 

Ï»ïáí ³ÝóÝáÕ µáÉáñ Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÝ»ñÇó: 
       ¸Çóáõù ( ) ( )yyxxPyxP ∆+∆+= 00 ,,  Ï»ïÁ OXY  

Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ï»ï ¿, áñÁ Ùáï ¿ ( )000 , yxP  Ï»ïÇÝ (ÝÏ.2): 

àôÕÇÕÁ, áñÝ ³ÝóÝáõÙ ¿ P  Ï»ïáí ¨ ½áõ·³Ñ»é ¿ OZ  
³é³ÝóùÇÝ, T  Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÁ Ñ³ïáõÙ ¿ Q  Ï»ïáõÙ, ÇëÏ  S  
Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÁ` M  Ï»ïáõÙ: M  Ï»ïÇ ³åÉÇÏ³ïÁ Ñ³í³ë³ñ 
¿ ( )yxfz ,= , ÇëÏ Q  Ï»ïÇ ³åÉÇÏ³ïÁ` 
 

( ) ( )( ) ( )( )00000000 ,,, yyyxfxxyxfyxfz yx −′+−′+= : 

 
       M  ¨ Q  Ï»ï»ñÇ ÙÇç¨ »Õ³Í Ñ»é³íáñáõÃÛáõÝÁ 
Ñ³í³ë³ñ ¿` 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
0 0 0 0 0 0 0 0

, , , ,
x y

MQ f x y f x y f x y x x f x y y y′ ′= − − − + −

Ï³Ù 
          ( ) ( )

0 0 0 0
, ,

x y
MQ z f x y x f x y y′ ′= ∆ −  ∆ + ∆   :             (2) 

    
         ø³ÝÇ áñ ( )yxf ,  ýõáÝÏóÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ ( )000 , yxP  

Ï»ïáõÙ, áõëïÇ (2)-Ç ³ç Ù³ëÇ ÷³Ï³·Í»ñÇ Ù»ç ·ïÝíáÕ 
³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ ¿: 
Ð»ï¨³µ³ñ, (2) ³éÝãáõÃÛáõÝÁ ÏÁÝ¹áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ` 

MQ z dz= ∆ − : 

        ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù, ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³×Á ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇó ï³ñµ»ñíáõÙ ¿ ( ) ( )22
yx ∆+∆=∆ρ  

Ù»ÍáõÃÛ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ µ³ñÓñ Ï³ñ·Ç ³Ýí»ñç ÷áùñáí, 
»ñµ 0→∆ρ  ( )0,0 →∆→∆ yx : àôñ»ÙÝ` 0→MQ , »ñµ 

0→∆ρ : 
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        ²ÛëåÇëáí, ³å³óáõóí»ó, áñ S  Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÇ 0M  

Ï»ïáõÙ ßáßá³÷áÕ Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÝ ³ÝóÝáõÙ ¿ ³Û¹ Ï»ïáí ¨ 
ûÅïí³Í ¿ Ñ»ï¨Û³É Ñ³ïÏáõÃÛ³Ùµ. S  Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÇ 
ó³ÝÏ³ó³Í ( )zyxM ,,  Ï»ïÇ Ñ»é³íáñáõÃÛáõÝÁ T  ßáß³÷áÕ 
Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÇó OZ  ³é³ÝóùÇ áõÕÕáõÃÛ³Ùµ Ó·ïáõÙ ¿ ½ñáÛÇ, 
³í»ÉÇ ³ñ³·,  ù³Ý ρ∆ -Ý: 
        ²Û¹ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ µÝõáÃ³·ñ³Ï³Ý ¿ ßáß³÷áÕ 
Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ, áñáíÑ»ï¨ »Ã» áñ¨¿  

 
( ) ( )000 yyBxxAzz −+−=− ,    ( )( )000 , yxfz =  

 
Ñ³ñÃáõÃÛáõÝ ûÅïí³Í ¿ ³Û¹ Ñ³ïÏáõÃÛ³Ùµ, ³å³ Ï³ñ»ÉÇ ¿ 
Ñ³Ùá½í»É, áñ ³ÛÝ S  Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÇ ßáß³÷áÕ Ñ³ñÃáõÃÛáõÝ ¿ 
Ýñ³ 0M  Ï»ïáõÙ: 

        ²Ý¹ñ³¹³éÝ³Éáí ßáß³÷áÕÇ (1) Ñ³í³ë³ñÙ³ÝÁ 
ÝÏ³ïáõÙ »Ýù, áñ Ýñ³ ³ç Ù³ëÁ ( )yxf ,  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ ¿ ( )000 , yxP  Ï»ïáõÙ` 

( )( ) ( )( )000000 ,, yyyxfxxyxfdz yx −′+−′= , ÇëÏ Ó³Ë Ù³ëÁ T  

ßáß³÷áÕ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ³åÉÇÏ³ïÇ ³×Ý ¿ ³Û¹ Ï»ïáõÙ: 
        ²ÛëåÇëáí, ( )yxfz ,=  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÉñÇí 
¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ ( )000 , yxP  Ï»ïáõÙ Ñ³í³ë³ñ ¿ ³Û¹ 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ Ñ³Ý¹Çë³óáÕ Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÇ 
ßáß³÷áÕ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ³åÉÇÏ³ïÇ ³×ÇÝ ³Û¹ Ï»ïáõÙ: 
         êñ³ÝáõÙ ¿É Ï³Û³ÝáõÙ ¿ ÉñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ 
»ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ: 
         ²ÛÅÙ Í³ÝáÃ³Ý³Ýù Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÇ ÝáñÙ³ÉÇ 
·³Õ³÷³ñÇÝ: 
        Ø³Ï»ñ¨áõÛÃÇ 0M  Ï»ïáí ³ÝóÝáÕ ¨ ³Û¹ Ï»ïáõÙ 

ßáß³÷áÕ Ñ³ñÃáõÃÛ³ÝÝ áõÕÕ³Ñ³Û³ó áõÕÇÕÁ ÏáãíáõÙ ¿ 
Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÇ ÝáñÙ³É 0M  Ï»ïáõÙ: 
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        ú·ïí»Éáí ßáß³÷áÕ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý (1) Ñ³í³ë³ñáõÙÇó 
¨ áõÕÕÇ áõ áõ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý áõÕÕ³Ñ³Û³óáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÇó 

( )yxfz ,=  Ñ³í³ë³ñáõÙáí ïñí³Í Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÇ 0M  

Ï»ïáõÙ ÝáñÙ³ÉÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ Ï³ñáÕ »Ýù  ·ñ»É Ñ»ï¨Û³É 
ï»ëùáí` 

                 
( ) ( ) 1,,

0

00

0

00

0

−

−
=

′

−
=

′

− zz

yxf

yy

yxf

xx

yx

:                     (3) 

        Ø³Ï»ñ¨áõÛÃÇ ( )zyxM ,,  Ï»ïáõÙ n
r
 ÝáñÙ³É í»ÏïáñÇ 

Ï³½Ù³Í ³ÝÏÛáõÝÝ»ñÁ OZOYOX ,,  ³é³ÝóùÝ»ñÇ Ñ»ï 
Ýß³Ý³Ï»Éáí Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ γβα ,,  ¨ Ñ³ßíÇ 
³éÝ»Éáí (3) µ³Ý³Ó¨Á, Ñ»ßïáõÃÛ³Ùµ Ï³ñáÕ »Ýù ëï³Ý³É 
n
r
 í»ÏïáñÇ áõÕÕáñ¹ ÏáëÇÝáõëÝ»ñÁ` 

( )
n

yxf x
r
,

cos
′

=α , 
( )
n

yxf y

r
,

cos
′

=β ,  
n
r
1

cos −=γ , 

 

( ) ( ) 1,,
22

+′+′= yxfyxfn yx

r
: 

 
    

¢ ¢ ¢ ¢ 4444. . . . ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ µ³ñ¹  ýáõÝóÇ³ÛÇ ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ µ³ñ¹  ýáõÝóÇ³ÛÇ ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ µ³ñ¹  ýáõÝóÇ³ÛÇ ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ µ³ñ¹  ýáõÝóÇ³ÛÇ 
³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ:³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ:³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ:³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ:    

´³ñ¹ ýáõÝÏ´³ñ¹ ýáõÝÏ´³ñ¹ ýáõÝÏ´³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ: óÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ: óÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ: óÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ:     
´³ñÓñ Ï³ñ·Ç Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ ¨ ´³ñÓñ Ï³ñ·Ç Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ ¨ ´³ñÓñ Ï³ñ·Ç Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ ¨ ´³ñÓñ Ï³ñ·Ç Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ ¨ 

¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñ:¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñ:¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñ:¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñ:    
 

1.1.1.1. ´³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóáõÙÁ´³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóáõÙÁ´³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóáõÙÁ´³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóáõÙÁ: 
 
 ¸Çóáõù áñ¨¿ D  ïÇñáõÛÃáõÙ ïñí³Í ¿ ( )yxfz ,=  
ýáõÝÏóÇ³Ý, áñï»Õ x  ¨ y  ³ñ·áõÙ»ÝïÝ»ñÝ Çñ»Ýó Ñ»ñÃÇÝ 
t  ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ »Ý` ( )tx ϕ= , ( )ty ψ= , ÁÝ¹ 
áñáõÙ t -Ç ÷á÷áËÙ³Ý ïÇñáõÛÃÇÝ ³ÛÝåÇëÇÝ ¿, áñ »Ã» 
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Tt ∈ , ³å³ ( ) Dyx ∈, : ²Û¹ ¹»åùáõÙ z -Á ÏÉÇÝÇ t -Ç µ³ñ¹ 
ýáõÝÏóÇ³ T  ïÇñáõÛÃáõÙ` ( ) ( )( ) :, ttfz ψϕ=  
 
Â»áñ»Ù. ºÃ» x -Á ¨ y -Á Áëï t -Ç ³Í³Ýó»ÉÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ 
»Ý, ³ÛëÇÝùÝ` ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý ( ) ( )tytx tt ψϕ ′=′′=′ ,  

³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ, ÇëÏ ( )yxfz ,=  ýáõÝÏóÇ³Ý t -ÇÝ 
Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ( ) Dyx ∈,  Ï»ïáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿, 
³å³ ( ) ( )( )ttfz ψϕ ,=  µ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³Ý Ýßí³Í Ï»ïáõÙ 
³Í³Ýó»ÉÇ ¿, ¨ Ýñ³ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ áñáßíáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É 
µ³Ý³Ó¨áí` 
 

                   
dt

dy

y

z

dt

dx

x

z

dt

dz

∂

∂
+

∂

∂
= :                            (1) 

 
²å³óáõóáõÙ. t  ÷á÷áË³Ï³ÝÇÝ ï³Ýù áñ¨¿ t∆  ³× 
( )Ttt ∈∆+ : ²Û¹ ¹»åùáõÙ x  ¨ y  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ Ïëï³Ý³Ý 
Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ x∆  ¨ y∆  ³×»ñ, áñáÝù Çñ»Ýó 
Ñ»ñÃÇÝ Ï³é³ç³óÝ»Ý ( )yxfz ,=  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ z∆  ³×: ø³ÝÇ 
áñ Z  ýáõÝÏóÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ ( )yx,  Ï»ïáõÙ, áõëïÇ z∆  
³×Á Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí` 
 

             yxy
y

z
x

x

z
z ∆+∆+∆

∂

∂
+∆

∂

∂
=∆ βα ,                     (2) 

áñï»Õ α -Ý ¨ β -Ý ³Ýí»ñç ÷áùñ»ñ »Ý, »ñµ 
0,0 →∆→∆ yx : (2) Ñ³í³ë³ñÙ³Ý »ñÏáõ Ù³ë»ñÁ 

µ³Å³Ý»Éáí t∆ -Ç íñ³, Ïëï³Ý³Ýù` 
 

t

y

t

x

t

y

y

z

t

x

x

z

t

z

∆

∆
+

∆

∆
+

∆

∆

∂

∂
+

∆

∆

∂

∂
=

∆

∆
βα : 
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²Ûë Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ù»ç ³ÝóÝ»Ýù ë³ÑÙ³ÝÇÝ, »ñµ 
0→∆t : 

 

t

y

t

x

t

y

y

z

t

x

x

z

t

z

ttttt ∆

∆
⋅+

∆

∆
⋅+

∆

∆

∂

∂
+

∆

∆

∂

∂
=

∆

∆

→∆→∆→∆→∆→∆
βα

00000
limlimlimlimlim : (3)     

  Àëï å³ÛÙ³ÝÇ` 

( )tx
t

x
t

t
ϕ ′=′=

∆

∆
→∆ 0

lim ,   ( )ty
t

y
t

t
ψ ′=′=

∆

∆
→∆ 0

lim , 

 
ÙÛáõë ÏáÕÙÇó` ( )tx  ¨ ( )ty  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ 
³Í³Ýó»ÉÇáõÃÛáõÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿ Ýñ³Ýó ³ÝÁÝ¹Ñ³ïáõÃÛáõÝÁ, 
ÇëÏ ¹ñ³ÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ »ñµ 0→∆t , ³å³ 

0,0 →∆→∆ yx  ¨, Ñ»ï¨³µ³ñ, 0,0 →→ βα : 
        ²ÛëåÇëáí, (3)-Ç ³ç Ù³ëÇ ë³ÑÙ³ÝÁ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ, 
»ñµ 0→∆t , áõñ»ÙÝ Ó³Ë Ù³ëÇ ë³ÑÙ³ÝÁ ÝáõÛÝå»ë 

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ¨ Ñ³í³ë³ñ ¿ 
dt

dz
-Ç: ²ÛëåÇëáí, (3)-Çó 

ÏáõÝ»Ý³Ýù` 
        

               
dt

dy

y

z

dt

dx

x

z

dt

dz

∂

∂
+

∂

∂
= :                                 (4) 

        úñÇÝ³Ï 1. y
xz = , áñÁ»Õ tx sin= ,  2ty = : ¶ïÝ»É 

dt

dz
-

Ý: 

        ÈáõÍáõÙ. 1−=
∂

∂ x
yx

x

z
,  xx

y

z y ln=
∂

∂
, t

dt

dx
cos= , t

dt

dy
2= : 

(4) µ³Ý³Ó¨Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Ïëï³Ý³Ýù` 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2

1
1 2

1

cos ln 2 sin cos sin 2 lnsin

sin cos 2sin lnsin :

t t
y y

t

dz
yx t x x t t t t t t t

dt

t t t t t t

−
−

−

= + ⋅ = + =

= +
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        ²ÛÅÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù ( )yxfz ,=  ýáõÝÏóÇ³Ý, áñï»Õ 
( )xyy = : ²Ûëï»Õ z  ÷á÷áË³Ï³ÝÁ ÙÇ³ÛÝ x -Ç ýáõÝÏóÇ³` 

( )[ ]xyxfz ,= : 
        Àëï (4) µ³Ý³Ó¨Ç Ï³ñáÕ »Ýù ·ñ»É` 
 

dx

dy

y

z

dx

dx

x

z

dx

dz

∂

∂
+

∂

∂
= , 

Ï³Ù 

                             
dx

dy

y

z

x

z

dx

dz

∂

∂
+

∂

∂
= :                         (5) 

Æ ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝ 
x

z

∂

∂
 Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÇ 

dx

dz
 

³Í³ÝóÛ³ÉÁ ÏáãíáõÙ ¿ z  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÉñÇí ³Í³ÝóÛ³É Áëï 
x -Ç, ÇëÏ (5) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ÉñÇí ³Í³ÝóÛ³ÉÇ 
µ³Ý³Ó¨: 

          ÜáõÛÝ Ï»ñå ÉáõÍíáõÙ ¿ 
dt

dz
 ³Í³ÝóÛ³ÉÇ ·áÛáõÃÛ³Ý ¨ 

Ñ³ßíÙ³Ý Ñ³ñóÁ Ý³¨ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ z -Á ýáõÝÏóÇ³ ¿ 
»ñÏáõëÇó ³í»ÉÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇó, áñáÝóÇó 
Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÝ Çñ Ñ»ñÃÇÝ t -Ç ýáõÝÏóÇ³ ¿: úñÇÝ³Ï, »Ã» 

( )zyxfu ,,= , áñï»Õ ( ) ( ) ( )tgztytx === ,, ψϕ , ³å³  
 

dt

dz

z

u

dt

dy

y

u

dt

dx

x

u

dt

du

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
= : 

 
         ²ÛÅÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù ³í»ÉÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åù: ¸Çóáõù 
áñ¨¿ D  ïÇñáõÛÃáõÙ ïñí³Í ¿ ( )yxfz ,=  ýáõÝÏóÇ³Ý, 
áñï»Õ x -Á ¨ y -Á u  ¨ v   ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ 
»Ý` ( ) ( )vuyvux ,,, ψϕ == , ÁÝ¹ áñáõÙ u -Ç ¨ v -Ç ÷á÷áËÙ³Ý 
G  ïÇñáõÛÃÝ ³ÛÝåÇëÇÝ ¿, áñ »ñµ ( ) Gvu ∈, , ³å³ ( ) Dyx ∈, : 
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²Û¹ ¹»åùáõÙ z -Á ÏÉÇÝÇ u  ¨ v  »ñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ 
µ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ G  ïÇñáõÛÃáõÙ` 

( ) ( )[ ]vuvufz ,,, ψϕ= : 

        ºÃ» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝ»Ý 
u

y

v

y

v

x

u

x

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
,,,  Ù³ëÝ³ÏÇ 

³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ ¨ 
x

z

∂

∂
 ¨ 

y

z

∂

∂
 Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÝ 

³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý ( )yx,  Ï»ïáõÙ, ³å³ ·áÛáõÃÛáõÝ ÏáõÝ»Ý³Ý 
Ý³¨ ( ) ( )[ ]vuvufz ,,, ψϕ=  µ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÝ 
Áëï u -Ç ¨ v -Ç ¨ Ï³ñï³Ñ³Ûïí»Ý Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨áí` 

 

        
u

y

y

z

u

x

x

z

u

z

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
,  

v

y

y

z

v

x

x

z

v

z

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
:          (6) 

         Æñáù, áñå»ë½Ç ëï³Ý³Ýù, ûñÇÝ³Ï, 
u

z

∂

∂
 Ù³ëÝ³ÏÇ 

³Í³ÝóÛ³ÉÁ v -Ý å»ïù ¿ ¹Çï»É áñå»ë Ñ³ëï³ïáõÝ: ²Ûë 
¹»åùáõÙ x -Á ¨ y -Á ÏÉÇÝ»Ý ÙÇ³ÛÝ u  ³ÝÏ³Ë ÷á÷áËÏ³ÝÇ 
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ ¨ ËÝ¹ÇñÁ Ñ³Ý·áõÙ ¿ Ý³Ëáñ¹ ¹»åùÇÝ: 

Ð»ï¨³µ³ñ, 
u

z

∂

∂
 ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ( )vu,  Ï»ïáõÙ 

¨, Áëï (4) µ³Ý³Ó¨Ç ÏáõÝ»Ý³Ý Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ` 
 

u

y

y

z

u

x

x

z

u

z

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
: 

 

         ÜáõÛÝ Ó¨áí ·ïÝáõÙ »Ý 
v

z

∂

∂
  Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ: (6) 

µ³Ý³Ó¨Á Ñ»ßïáõÃÛ³Ùµ ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óíáõÙ ¿ó³ÝÏ³ó³Í 
Ãíáí ÙÇç³ÝÏÛ³É ³ñ·áõÙ»ÝïÝ»ñ áõÝ»óáÕ µ³ñ¹ 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ: 
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        úñÇÝ³Ï 2. 22 yxz += , áñï»Õ vuyvux 22 cos,sin == : 

¶ïÝ»É 
u

z

∂

∂
 ¨ 

v

z

∂

∂
 Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ: 

         ÈáõÍáõÙ. 2 , 2 , sin ,
z z x x

x y v
x y u v

∂ ∂ ∂ ∂
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂
 

2 2cos , 2 cos , 2 sin 2
y y

u v u v u v
u v

∂ ∂
= = = −

∂ ∂
: 

 
(6) µ³Ý³Ó¨Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ, Ï³ñáÕ »Ýù ·ñ»É` 

( )

2 2 3 4

2 2 2

2 sin 2 2 cos 2 sin 4 cos

2 sin 2 cos ,

z
x v y u v u v u v

u

u v u v

∂
= + ⋅ = + =

∂

= +

 

( )

( )

2 2

4 2 2 4 2

2 2 2

2 cos 2 2 sin 2 2 sin cos

4 cos sin 2 sin 2 4 cos sin 2

sin 2 1 4 cos :

z
xu v y u v u v v

v

u v v u v u v v

u v u v

∂
= + − = −

∂

− = − =

= −

 

    
    
    
    

¢ 5¢ 5¢ 5¢ 5. ´³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ: . ´³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ: . ´³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ: . ´³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÁ:     
ÈñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ Ó¨Ç ³Ý÷á÷áËáõÃÛáõÝÁ:ÈñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ Ó¨Ç ³Ý÷á÷áËáõÃÛáõÝÁ:ÈñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ Ó¨Ç ³Ý÷á÷áËáõÃÛáõÝÁ:ÈñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ Ó¨Ç ³Ý÷á÷áËáõÃÛáõÝÁ:    

    
 øÝÝ³ñÏ»Ýù »ñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
¹»åùÁ: ºÃ» x -Á ¨ y -Á ³ÝÏ³Ë ÷á÷áË³Ï³Ý»ñ »Ý, ³å³ 

( )yxfz ,=  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÉñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É 
ï»ëùÁ` 

dy
y

z
dx

x

z
dz

∂

∂
+

∂

∂
= , 

áñï»Õ dx -Á ¨ dy -Á x ¨ y  ³ñ·áõÙ»ÝïÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý 
³×»ñÝ »Ý` ydyxdx ∆=∆= , : 
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        ²ÛÅÙ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ  x -Á ¨ y -Á u  ¨ v  
÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ »Ý` ( )vuxx ,= , ( )vuyy ,= : 
²Û¹ ¹»åùáõÙ z -Á ÏÉÇÝÇ u -Ç ¨ v -Ç µ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³` 

( ) ( )[ ]vuyvuxfz ,,,= : 
        ¸Çóáõù ( )vuxx ,=  ¨ ( )vuyy ,=  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ ³ÝÁÝ¹-
Ñ³ï ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ »Ý ( )vu,  Ï»ïáõÙ, ÇëÏ ( )yxfz ,=  
ýáõÝÏóÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ( )yx,  
Ï»ïáõÙ: z  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ Áëï u -Ç 
¨ v -Ç ³ñï³Ñ³ÛïíáõÙ »Ý ³Ûëå»ë` 
 

          
u

y

y

z

u

x

x

z

u

z

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
,  

v

y

y

z

v

x

x

z

v

z

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
:            (8) 

 

(8) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇó »ñ¨áõÙ ¿, áñ 
u

z

∂

∂
 ¨ 

v

z

∂

∂
 Ù³ëÝ³ÏÇ 

³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÝ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý ( )vu,  Ï»ïáõÙ: Ð»ï¨³µ³ñ, 
( ) ( )[ ]vuyvuxfz ,,,=  µ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³Ý ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ¿ ( )vu,  

Ï»ïáõÙ, ³ÛëÇÝù` áõÝÇ ÉñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É, áñÝ áõÝÇ 
Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ` 

dv
v

z
du

u

z
dz

∂

∂
+

∂

∂
= : 

        Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí (8) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, 
Ïëï³Ý³Ýù` 

,

z x z y z x z y
dz du dv

x u y u x v y v

z x x z y y z z
du dv du dv dx dy

x u v y u v x y

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + =   

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
= + + + = +   

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 

áñáíÑ»ï¨ dxdv
v

x
du

u

x
=

∂

∂
+

∂

∂
, dydv

v

y
du

u

y
=

∂

∂
+

∂

∂
: 

²ÛëåÇëáí,   
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                         dy
y

z
dx

x

z
dz

∂

∂
+

∂

∂
= :                              (9) 

 
        Ð³Ù»Ù³ï»Éáí (7) ¨ (9) ³éÝãáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ï»ëÝáõÙ 
»Ýù, áñ ( )yxfz ,=  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÉñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ áõÝÇ 
ÝáõÛÝ ï»ëùÁ ³ÝÏ³Ë ³ÛÝ µ³ÝÇó, áñ x  ¨ y  
³ñ·áõÙÝ»ïÝ»ñÝ ³ÝÏ³Ë ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñ »Ý, Ã»± áõñÇß 
÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ »Ý: 
        ÈñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÇ ³Ûë Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ ÁÝ¹áõÝí³Í ¿ 
³Ýí³Ý»É ³Ý÷á÷áË»ÉÇáõÃÛ³Ý Ñ³ïÏáõÃÛáõÝ: 
         ê³Ï³ÛÝ ÝÏ³ï»Ýù, áñ »Ã» (7) µ³Ý³Ó¨Ç Ù»ç dx -Á ¨ 
dy -Á x  ¨ y  ³ñ·áõÙÝ»ïÝ»ñÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ³×»ñÝ »Ý, 
³å³ (9) µ³Ý³Ó¨Ç Ù»ç dx -Á ¨ dy -Á áñáß³ÏÇ 
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ÉÝ»ñ »Ý ¨ ³Ûë ¹»åùáõÙ, 
ÁÝ¹Ñ³Ýñ³å»ë ³ë³Í, ydyxdx ∆≠∆≠ , : 
 
 

    3. ´³ñÓñ Ï³ñ·Ç Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ3. ´³ñÓñ Ï³ñ·Ç Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ3. ´³ñÓñ Ï³ñ·Ç Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ3. ´³ñÓñ Ï³ñ·Ç Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ: 
 

ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ 
³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ »Ý ÝáõÛÝ ³ñ·áõÙ»ÝïÝ»ñÇ 
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ: ²Û¹ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÝ Çñ»Ýó Ñ»ñÃÇÝ Ï³ñáÕ »Ý 
áõÝ»Ý³É Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ, áñáÝù ÏáãíáõÙ »Ý 
»ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ: 
        ²Ûëå»ë, ûñÇÝ³Ï, ( )yxfz ,=  ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ »ñÏñáñ¹  
Ï³ñ·Ç ãáñë Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ, áñáÝù ë³ÑÙ³ÝíáõÙ 
¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ »Ý ³Ûëå»ë`  

( ) 22 ,
2

2

xx
zyxf

x

z

x

z

x
′′=′′=

∂

∂
=









∂

∂

∂

∂
; ( ) xyxy zyxf

yx

z

x

z

y
′′=′′=

∂∂

∂
=









∂

∂

∂

∂
,

2

; 
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( ) yxyx zyxf
xy

z

y

z

x
′′=′′=

∂∂

∂
=









∂

∂

∂

∂
,

2

,  

( ) 22 ,
2

2

yy
zyxf

y

z

y

z

y
′′=′′=

∂

∂
=









∂

∂

∂

∂
: 

        ºñ»ù ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ( )zyxfu ,,=  ýáõÝÏóÇ³Ý 
áõÝÇ »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç ÇÝÁ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ` 

( ) 22 ,,
2

2

xx
uzyxf

x

u

x

u

x
′′=′′=

∂

∂
=









∂

∂

∂

∂
;  

( ) xyxy uzyxf
yx

u

x

u

y
′′=′′=

∂∂

∂
=









∂

∂

∂

∂
,,

2

 , 

( ) xzxy uzyxf
zx

u

x

u

z
′′=′′=

∂∂

∂
=









∂

∂

∂

∂
,,

2

 ¨ ³ÛÉÝ: 

 
        ÜáõÛÝ Ï»ñå ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¨ Ýß³Ý³ÏíáõÙ »Ý »ññáñ¹ ¨ 
³í»ÉÇ µ³ñÓñ Ï³ñ·Ç Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ: 
        ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³ÏÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ n-ñ¹ Ï³ñ·Ç 
Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ ÏáãíáõÙ »Ý (n-1)-ñ¹ Ï³ñ·Ç 
Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ: 

        úñÇÝ³Ï. ( )yxfz ,=  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ »ññáñ¹ Ï³ñ·Ç 
2

3

yx

z

∂∂

∂
 

Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ÝáõÛÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç 

yx

z

∂∂

∂ 2

 Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ ¿ Áëï y  ³ñ·áõÙ»ÝïÇ` 

2

3

yx

z

∂∂

∂
=

y∂

∂









∂∂

∂

yx

z2

: 

         Àëï ÙÇ ù³ÝÇ ï³ñµ»ñ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ 
³Í³ÝóáõÙÇó ëï³óí³Í »ñÏñáñ¹ Ï³Ù ³í»ÉÇ µ³ñÓñ 
Ï³ñ·Ç Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ÏáãíáõÙ ¿ Ë³éÁ Ù³ëÝ³ÏÇ 
³Í³ÝóÛ³É: 
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úñÇÝ³Ï, 
xyx

z

yx

z

xy

z

yx

z

∂∂∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂ 3

2

322

,,,   

 
Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ Ë³éÁ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ 
»Ý: 
        úñÇÝ³Ï 3.  ¶ïÝ»É 32 yxz =  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ »ñÏñáñ¹ 
Ï³ñ·Ç Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ: 

        ÈáõÍáõÙ.  32xy
x

z
=

∂

∂
,   223 yx

y

z
=

∂

∂
,   

( ) 33

2

2

22 yxy
xx

z
=

∂

∂
=

∂

∂
, ( ) 23

2

62 xyxy
yyx

z
=

∂

∂
=

∂∂

∂
,   

( ) 222
2

63 xyyx
xxy

z
=

∂

∂
=

∂∂

∂
, ( ) yxyx

yy

z 222

2

2

63 =
∂

∂
=

∂

∂
: 

        ÆÝãå»ë ï»ëÝáõÙ »Ýù ïñí³Í ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
yx

z

∂∂

∂ 2

  ¨ 

xy

z

∂∂

∂2

 Ë³éÁ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ, áñáÝù ï³ñµ»ñíáõÙ 

»Ý ÙÇ³ÛÝ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ, áñáÝù ï³ñµ»ñíáõÙ »Ý ÙÇ³ÛÝ 
³ÍÝóÙ³Ý Ñ»ñÃ³Ï³ÝáõÃÛ³Ùµ, ÙÇÙÛ³Ýó Ñ³í³ë³ñ »Ý: ²Û¹ 
³ñ¹ÛáõÝùÁ å³ï³Ñ³Ï³Ý ã¿: Ê³éÁ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ Ù³ëÇÝ 
Çñ³í³óÇ ¿ Ñ»ï¨Û³É Ã»áñ»ÙÁ, áñÁ µ»ñáõÙ »Ýù ³é³Ýó 
³å³óáõóÙ³Ý: 
        Â»áñ»Ù. ºÃ» ÙÇ¨ÝáõÛÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ »ñÏáõ Ë³éÁ 
Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ, áñáÝù Çñ³ñÇó ï³ñµ»ñíáõÙ »Ý 
ÙÇ³ÛÝ ³Í³ÝóÙ³Ý Ñ»ñÃ³Ï³ÝáõÃÛ³Ùµ, ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý, 
³å³ ¹ñ³Ýù ÙÇÙÛ³Ýó Ñ³í³ë³ñ »Ý: 
         Ø³ëÝ³íáñ³å»ë, »ñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ 

( )yxfz ,=  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ áõÝ»Ýù` 

xy

z

yx

z

∂∂

∂
=

∂∂

∂ 22

: 
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4.4.4.4. ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
¿ùëïñ»ÙáõÙ¿ùëïñ»ÙáõÙ¿ùëïñ»ÙáõÙ¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñÁ: ¾ùëïñ»ÙáõÙÇ ³ÝÑñ³Å»ßï  Ý»ñÁ: ¾ùëïñ»ÙáõÙÇ ³ÝÑñ³Å»ßï  Ý»ñÁ: ¾ùëïñ»ÙáõÙÇ ³ÝÑñ³Å»ßï  Ý»ñÁ: ¾ùëïñ»ÙáõÙÇ ³ÝÑñ³Å»ßï  

å³ÛÙ³ÝÝ»å³ÛÙ³ÝÝ»å³ÛÙ³ÝÝ»å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ:ñÁ:ñÁ:ñÁ:    
    

 
 ¸Çóáõù  ( )000 , yxP -Ý ( )yxf ,  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáßÙ³Ý 

ïÇñáõÛÃÇ áñ¨¿ Ï»ï ¿: 
        ê³ÑÙ³ÝáõÙ.    ( )000 , yxP   Ï»ïÁ  ÏáãíáõÙ ¿ ( )yxf ,  

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï, ÇëÏ ( ) ( )000 , yxfPf = -Ý` ³Û¹ 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ùëÇÙáõÙ ³ñÅ»ù Ï³Ù å³ñ½³å»ë 
Ù³ùëÇÙáõÙ, »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0P  Ï»ïÇ ³ÛÝåÇëÇ 

ßñç³Ï³Ûù, áñÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ ó³ÝÏ³ó³Í ( ) ( )00 ,, yxPyxP ≠  

Ï»ïÇ Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ ( ) ( )0,0, yxfyxf ≤  

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 
        ( )000 , yxP  Ï»ïÁ ÏáãíáõÙ ¿ ( )yxf ,  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï, ÇëÏ ( )0,0 yxf -Ý` ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙÇÝÇÙáõÙÇ 

³ñÅ»ù Ï³Ù å³ñ½³å»ë ÙÇÝÇÙáõÙ, »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ 0P  

Ï»ïÇ ³ÛÝåÇëÇ çñç³Ï³Ûù, áñÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ ó³ÝÏ³ó³Í  
( ) ( )00 ,, yxPyxP ≠  Ï»ïÇ Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ ( ) ( )0,0, yxfyxf ≥  

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ: 
         ²ÛÉ Ï»ñå Ï³ñáÕ »Ýù ³ë»É, áñ ( )000 , yxP  Ï»ïáõÙ 

( )yxf ,  ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ Ù³ùëÇÙáõÙ (ÙÇÝÇÙáõÙ), »Ã» 
( )0,0 yxf  ³ñÅ»ùÁ ³Û¹ Ï»ïÇ ÙÇ áñáß ßñç³Ï³ÛùáõÙ 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù»Í³·áõÛÝ (÷áùñ³·áõÛÝ) ³ñÅ»ùÝ ¿: 
         üáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ùëÇÙáõÙÇ ¨ ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï»ñÁ 
ÏáãíáõÙ »Ý ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï»ñ, ÇëÏ 
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ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÝ ³Û¹ Ï»ï»ñáõÙ` ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñ: 
 
 

P
0P

Z
( )yxfz ,=

Y

O

X
 

ÝÏ. 3. 
 

X P
0P

Z ( )yxfz ,=

Y

O

     ÝÏ.4. 
 

        (3) ¨ (4) ÝÏ³ñÝ»ñÁ Éáõë³µ³ÝáõÙ »Ý »ñÏáõ 
÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ ·³Õ³÷³ñÁ: 
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         ¾ùëïñ»ÙáõÙÇ ·³Õ³÷³ñÁ »ñ»ù ¨ ³í»ÉÇ Ãíáí 
÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇó Ï³Ëí³Í ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³Ù³ñ 
ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ ÝáõÛÝ Ï»ñå: 
         Â»áñ»Ù. (¾ùëïñ»ÙáõÙÇ ·áÛáõÃÛ³Ý ³ÝÑñ³Å»ßï 
å³ÛÙ³ÝÁ): ºÃ» ( )yxfz ,=  ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ýáõÝÏóÇ³Ý Çñ 
áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃÇ áñ¨¿  ( )000 , yxP  Ï»ïáõÙ áõÝÇ 

¿ùëïñ»ÙáõÙ, ³å³ ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ 
³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ 0P  Ï»ïáõÙ Ñ³í³ë³ñ ¿ ½ñáÛÇ` 

( ) ( ) 0,,0, 0000 =′=′ yxfyxf yx : 

         ²å³óáõóáõÙ. ºÃ» ( )yxf ,  ýáõÝÏóÇ³Ý ( )000 , yxP  

Ï»ïáõÙ áõÝÇ, ûñÇÝ³Ï, Ù³ùëÇÙáõÙ, ³å³ Ù»Ï ³ñ·áõÙ»ÝïÇ 
( )0, yxf  ýáõÝÏóÇ³Ý  0xx =  Ï»ïáõÙ ÝáõÛÝå»ë ÏáõÝ»Ý³ 

Ù³ùëÇÙáõÙ: Ð»ï¨³µ³ñ, ( )0, yxf  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ 

0x  Ï»ïáõÙ Ñ³í³ë³ñ ¿ ½ñáÛÇ: ´³Ûó ³Û¹ ³Í³ÝóÛ³ÉÁ 

Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ ( )000 , yxP  Ï»ïáõÙ Áëï x -Ç ( )yxf ,  

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÇ Ñ»ï: ²ÛëåÇëáí, 
( ) 0, 00 =′ yxf x :  

         ¸Çï³ñÏ»Éáí ( )yxf ,0  ýáõÝÏó³ÇÝ, Ñ³Ù³ÝÙ³Ý 

¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñáí Ïëï³Ý³Ýù` 
( ) 0, 00 =′ yxf y : 
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¢ ¢ ¢ ¢ 6666.  .  .  .  ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
¿ùëïñ»ÙáõÙÇ µ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÁ: ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ µ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÁ: ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ µ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÁ: ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ µ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÁ:     
ä³ÛÙ³Ý³Ï³ä³ÛÙ³Ý³Ï³ä³ÛÙ³Ý³Ï³ä³ÛÙ³Ý³Ï³Ý ¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñ: Ý ¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñ: Ý ¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñ: Ý ¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñ:     

È³·ñ³ÝÅÇ µ³½Ù³å³ïÏÇãÝ»ñÇ Ù»Ãá¹Á:È³·ñ³ÝÅÇ µ³½Ù³å³ïÏÇãÝ»ñÇ Ù»Ãá¹Á:È³·ñ³ÝÅÇ µ³½Ù³å³ïÏÇãÝ»ñÇ Ù»Ãá¹Á:È³·ñ³ÝÅÇ µ³½Ù³å³ïÏÇãÝ»ñÇ Ù»Ãá¹Á:    
 

1. ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ  1. ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ  1. ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ  1. ØÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ      
¿ùëïñ»ÙáõÙÇ µ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÁ:¿ùëïñ»ÙáõÙÇ µ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÁ:¿ùëïñ»ÙáõÙÇ µ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÁ:¿ùëïñ»ÙáõÙÇ µ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÁ:    

                
 ì»ñÁ Ýßí³ÍáõÙ ³å³óáõóí»ó, áñ »Ã» áñ¨¿ ïÇñáõÛÃÇ 

( )000 , yxP  Ï»ïáõÙ ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ( )yxfz ,=  ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ 

¿ùëïñ»ÙáõÙ, ³å³ Ýñ³ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÝ ³Û¹ 
Ï»ïáõÙ Ñ³í³ë³ñ »Ý ½ñáÛÇ` ( ) ( ) 0,,0, 0000 =′=′ yxfyxf yx : 

²ÛëåÇëáí, ( )000 , yxP  Ï»ïáõÙ ( )yxf ,  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ 

³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ ½ñáÛÇ Ñ³í³ë³ñ ÉÇÝ»ÉÁ ³Û¹ Ï»ïáõÙ 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ ·áÛáõÃÛ³Ý ³ÝÑñ³Å»ßï 
å³ÛÙ³ÝÝ»ñÝ ¿, µ³Ûó ¹ñ³Ýù µ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÝ»ñ ã»Ý, 
áñáíÑ»ï¨ ïíÛ³É Ï»ïáõÙ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ 
³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ Ï³ñáÕ »Ý ¹³éÝ³É ½ñá, µ³Ûó ³Û¹ Ï»ïáõÙ 
ýáõÝÏóÇ³Ý ¿ùëïñ»ÙáõÙ ãáõÝ»Ý³: úñÇÝ³Ï, xyz =  
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ xzyz yx =′=′ ,  Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ ( )0,00P  

Ï»ïáõÙ Ñ³í³ë³ñ »Ý ½ñáÛÇ, µ³Ûó ¹Åí³ñ ã¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ 
³Û¹ Ï»ïáõÙ ¿ùëïñ»ÙáõÙ ãáõÝÇ: Æñáù, ( ) 00 =Pz , µ³Ûó 

( )000 , yxP  Ï»ïÇ ó³ÝÏ³ó³Í ßñç³Ï³ÛùáõÙ xyz =  

ýáõÝÏóÇ³Ý ëï³ÝáõÙ ¿ ÇÝãå»ë ¹ñ³Ï³Ý, ³ÛÝå»ë ¿É 
µ³ó³ë³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñ, áõñ»ÙÝ ( )0,00P  Ï»ïÁ 

¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï ã¿: 
        ÜÏ³ï»Ýù, áñ ýáõÝÏóÇ³Ý ¿ùëïñ»ÙáõÙ Ï³ñáÕ ¿ 
áõÝ»Ý³É Ý³¨ ³ÛÝåÇëÇ Ï»ï»ñáõÙ, áñï»Õ Ù³ëÝ³ÏÇ 
³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ Ï³Ù Ýñ³ÝóÇó Ù»ÏÁ ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝÇ: 
úñÇÝ³Ï, z x y= +  ýáõÝÏóÇ³Ý ( )0,0O  Ï»ïáõÙ áõÝÇ 

ÙÇÝÇÙáõÙ, µ³Ûó Ýñ³  Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÝ³Û¹ (0,0) 
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Ï»ïáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝ»Ý: (ï»ë y x= ýáõÝÏóÇ³Ý x=0 
Ï»ïáõÙ ³Í³ÝóÛ³É ãáõÝÇ): 
        ²ÛÝ Ï»ï»ñÁ, áñï»Õ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ 
³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ »Ý ½ñáÛÇ Ï³Ù ·áÛáõÃÛáõÝ ãáõÝ»Ý, 
³Ýí³ÝáõÙ »Ý ÏñÇïÇÏ³Ï³Ý Ï»ï»ñ: ì»ñ¨áõÙ 
ß³ñ³¹ñí³ÍÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñÁ Ñ³ñÏ³íáñ ¿ ÷Ýïñ»É ÏñÇïÇÏ³Ï³Ý 
Ï»ï»ñáõÙ: 
        ²ÛÝ Ñ³ñóÇÝ, Ã» ( )000 , yxP  ÏñÇïÇÏ³Ï³Ý Ï»ïáõÙ 

( )yxf ,  ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ ³ñ¹Ûáù ¿ùëïñ»ÙáõÙ, å³ï³ëË³Ý 
Ïï³ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ ·áÛáõÃÛ³Ý µ³í³ñ³ñ å³ÛÙ³ÝÁ, áñÁ 
ÏÓ¨³Ï»ñå»Ýù ³é³Ýó ³å³óáõóÙ³Ý: 
          Â»áñ»Ù. ¸Çóáõù ( )yxf ,  ýáõÝÏóÇ³Ý áñáßí³Í ¿ 

( )000 , yxP  Ï»ïÇ ÙÇ áñáß ßñç³Ï³ÛùáõÙ ¨ ³Û¹ Ï»ïáõÙ áõÝÇ 

»ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç ³ÝÁÝ¹Ñ³ï Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ` 
( ) Ayxf

x
=′′

00 ,2 , ( ) Byxf xy =′′
00 , , ( ) Cyxf

y
=′′

00 ,2 : 

          ºÝÃ³¹ñ»Ýù Ý³¨, áñ ( )000 , yxP  Ï»ïÁ ( )yxf ,   

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ëï³óÇáÝ³ñ Ï»ï ¿, ³ÛëÇÝùÝ`  
( ) ( ) 0,, 0000 =′=′ yxfyxf yx : 

          ²Û¹ ¹»åùáõÙ, »Ã» 02 >−=∆ BAC , ³å³  0P  Ï»ïáõÙ 

ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ ¿ùëïñ»ÙáõÙ, ÁÝ¹ áñáõÙ Ù³ùëÇÙáõÙ, »ñµ 
( )00 << CA , ÙÇÝÇÙáõÙ, »ñµ ( )00 >> CA : ºÃ» 

02 <−=∆ BAC , ³å³ 0P  Ï»ïáõÙ ýáõÝÏó³ÇÝ ¿ùëïñ»ÙáõÙ 

ãáõÝÇ; 
          0=∆  ¹»åùáõÙ 0P  Ï»ïÁ Ï³ñáÕ ¿ ÉÇÝ»É ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ 

Ï»ï Ï³Ù áã: ²Ûë ¹»åùáõÙ ³ÝÑñ³Å»ßï »Ý Éñ³óáõóÇã 
Ñ»ï³½áïáõÃÛáõÝÝ»ñ: 
           úñÇÝ³Ï1. ¶ïÝ»É yxxyxz 18303 23 −−+=  
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñÁ: 
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           ÈáõÍáõÙ: ¶ïÝ»Ýù ³é³·ÇÝ Ï³ñ·Ç Ù³ëÝ³ÏÇ 
³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ` 186,3033 22 −=′−+=′ xyzyxz yx : ²Û¹ 

³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ»óÝ»Éáí ½ñáÛÇ, Ñ³Ý·áõÙ »Ýù 
Ñ»ï¨Û³É Ñ³Ù³Ï³ñ·ÇÝ` 

⇒




=−

=−+

0186

03033 22

xy

yx





=

=+

62

1022

xy

yx
: 

         ÈáõÍ»Éáí ³Ûë Ñ³Ù³Ï³ñ·Á, ·ïÝáõÙ »Ýù Ñ»ï¨Û³É 
ÏñÇïÇÏ³Ï³Ý Ï»ï»ñÁ. ( ) ( ) ( ) ( )1,3,3,1,3,1,1,3 4321 −−−− PPPP : 

          ²ÛÝáõÑ»ï¨ ·ïÝ»Ýù »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç Ù³ëÝ³ÏÇ 
³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ` xz

x
62 =′′ , yz xy 6=′′ , xz

y
62 =′′  ¨ Ï³½Ù»Ýù 

Ñ»ï¨Û³É ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ` ( ) 2BACP −=∆ : 

1. ( ) ( ) 018,025861818 1

2

1 2 >=′′=>=−⋅=∆ PzAP
x

, 1P  Ï»ïÁ 

ÙÇÝÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿: ÜáõÛÝ Ó¨áí Ñ³Ùá½íáõÙ »Ýù, áñ 
2.    ( ) 22 ,0 PP <∆  Ï»ïáõÙ ¿ùëïñ»ÙáõÙ ãÏ³: 
3.     ( ) 33 ,0 PP <∆  Ï»ïáõÙ ¿ùëïñ»ÙáõÙ ãÏ³: 
4.     ( ) 44 ,0 PP <∆ , 4,0 PA <  Ï»ïÁ Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿: 

( ) ( ) 72,72 4max1min ==−== PzzPzz : 

 
 
 
 
 
 

2. ä³ÛÙ³Ý³Ï³Ý ¿ùëïñ»ÙáõÙ:2. ä³ÛÙ³Ý³Ï³Ý ¿ùëïñ»ÙáõÙ:2. ä³ÛÙ³Ý³Ï³Ý ¿ùëïñ»ÙáõÙ:2. ä³ÛÙ³Ý³Ï³Ý ¿ùëïñ»ÙáõÙ:    
È³·ñ³ÝÅÇ µ³½Ù³å³ïÏÇãÝ»ñÇ Ù»Ãá¹Á:È³·ñ³ÝÅÇ µ³½Ù³å³ïÏÇãÝ»ñÇ Ù»Ãá¹Á:È³·ñ³ÝÅÇ µ³½Ù³å³ïÏÇãÝ»ñÇ Ù»Ãá¹Á:È³·ñ³ÝÅÇ µ³½Ù³å³ïÏÇãÝ»ñÇ Ù»Ãá¹Á:    

 
Ð³×³Ë Ñ³Ý¹ÇåáõÙ »Ý ËÝ¹ÇñÝ»ñ, áñáÝù 

å³Ñ³ÝçáõÙ »Ý ·ïÝ»É ³Ûë Ï³Ù ³ÛÝ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñÁ, »ñµ ³Û¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñ·áõÙ»ÝïÝ»ñÁ 
»ÝÃ³ñÏíáõÙ »Ý Éñ³óáõóÇã å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇ: êáíáñ³µ³ñ ³Û¹ 



 105

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ ïñíáõÙ »Ý Ù»Ï Ï³Ù ÙÇ ù³ÝÇ 
Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñáí, áñáÝù ÏáãíáõÙ »Ý Ï³åÇ 
Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñ: 
        Èñ³óáõóÇã å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇ »ÝÃ³ñÏíáÕ ³ñ·áõÙ»ÝïÝ»ñ 
áõÝ»óáÕ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¿ùëïñ»ÙáõÙÁ ÏáãíáõÙ ¿ 
å³ÛÙ³Ý³Ï³Ý ¿ùëïñ»ÙáõÙ: 
         ¸Çï³ñÏ»Ýù »ñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
å³ÛÙ³Ý³Ï³Ý ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ñ³ñóÁ, »ñµ ³Û¹ 
÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÁ Ï³åí³Í »Ý Ï³åÇ Ù»Ï 
Ñ³í³ë³ñáõÙáí:  
        ¸Çóáõù å³Ñ³ÝçíáõÙ ¿ ·ïÝ»É ( )yxfu ,= (1) 

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñÁ ³ÛÝ å³ÛÙ³Ýáí, áñ x  ¨ y  

÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÁ Ï³åí³Í »Ý ( ) 0, =yxϕ (2) 

Ñ³í³ë³ñáõÙáí: 
         ºÃ» Ï³åÇ (2) Ñ³í³ë³ñáõÙÇó ÑÝ³ñ³íáñ ¿ 
÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇó Ù»ÏÁ, ûñÇÝ³Ï, y -Á ³ñï³Ñ³Ûï»É 

ÙÛáõëÇ ÙÇçáóáí ¨ ³ÛÝ ï»Õ³¹ñ»É (1) Ñ³í³ë³ñÙ³Ý Ù»ç, 
³å³ u  ýáõÝÏóÇ³Ý Ï¹³éÝ³ Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ 
ýáõÝÏóÇ³ ¨ ËÝ¹ÇñÁ ÏÑ³Ý·Ç Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ 
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ëáíáñ³Ï³Ý ¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñÁ ·ïÝ»ÉáõÝ: 
ê³Ï³ÛÝ ÙÇßï ã¿, áñ Ï³åÇ (2) Ñ³í³ë³ñáõÙÇó ÑÝ³ñ³íáñ 
¿ ·ïÝ»É ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇó Ù»ÏÁ` ³ñï³Ñ³Ûïí³Í ÙÛáõëÇ 
ÙÇçáóáí: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ( )yxfu ,=  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 

å³ÛÙ³Ý³Ï³Ý ¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñÁ ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ û·ïíáõÙ 
»Ýù È³·ñ³ÝÅÇ ³Ýáñáß µ³½Ù³å³ïÏÇãÝ»ñÇ Ù»Ãá¹Çó, áñÁ 
ÏÝ»ñÏ³Û³óíÇ ëïáñ¨: 
        x -Ç ³ÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ, áñáÝó ¹»åùáõÙ ( )yxfu ,=  

ýáõÝÏóÇ³Ý Ï³ñáÕ ¿ áõÝ»Ý³É ¿ùëïñ»ÙáõÙ, u -Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÁ 
Áëï x -Ç ¹³ñÓÝáõÙ ¿ ½ñá: ú·ïí»Éáí µ³ñ¹ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ 
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³Í³ÝóÙ³Ý Ï³ÝáÝÇó, (1)-Çó ·ïÝáõÙ »Ýù 
dx

dy
-Á ÑÇß»Éáí, áñ        

y -Á ýáõÝÏóÇ³ ¿ x -Çó: 

dx

dy

y

f

x

f

dx

du

∂

∂
+

∂

∂
= : 

        Ð»ï¨³µ³ñ, ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï»ñáõÙ` 

                                0=
∂

∂
+

∂

∂

dx

dy

y

f

x

f
:                            (3) 

         (2) Ñ³í³ë³ñáõÃáÛõÝÇó ·ïÝáõÙ »Ýù` 

                               0=
∂

∂
+

∂

∂

dx

dy

yx

ϕϕ
:                        (4) 

        (4) Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý ³Ý¹³ÙÝ»ñÁ µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí 
³é³ÛÅÙë ³Ýáñáß λ  ·áñÍ³Ïóáí ¨ ¹ñ³Ýù ·áõÙ³ñ»Éáí (3) 
Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ³Ý¹³ÙÝ»ñÇÝ, 
Ïëï³Ý³Ýù` 

0=








∂

∂
+

∂

∂
+








∂

∂
+

∂

∂

dx

dy

yxdx

dy

y

f

x

f ϕϕ
λ , 

Ï³Ù 

                  0=








∂

∂
+

∂

∂
+








∂

∂
+

∂

∂

dx

dy

yy

f

xx

f ϕ
λ

ϕ
λ :                  (5) 

 
        λ -Ý ÁÝïñ»Ýù ³ÛÝå»ë, áñ (5)-Ç »ñÏñáñ¹ ÷³Ï³·ÍÇ 
Ù»ç ·ïÝíáÕ ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ ¹³éÝ³ ½ñá` 

0=
∂

∂
+

∂

∂

yy

f ϕ
λ : 

        ´³Ûó ³Û¹ ¹»åùáõÙ (5)-Çó Ñ»ï¨áõÙ ¿` 

0=
∂

∂
+

∂

∂

xx

f ϕ
λ : 

        ²ÛëåÇëáí, ëï³óíáõÙ ¿, áñ ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ Ï»ï»ñáõÙ 
µ³í³ñ³ñíáõÙ »Ý Ñ»ï¨Û³É »ñ»ù Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁ` 
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( )














=

=
∂

∂
+

∂

∂

=
∂

∂
+

∂

∂

0,

0

0

yx

yy

f

xx

f

ϕ

ϕ
λ

ϕ
λ

:                             (6) 

²Û¹ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇó áñáßíáõÙ »Ý λ,, yx  Ãí»ñÁ: 
ì»ñçÇÝë Ï³ï³ñáõÙ ¿ ûÅ³Ý¹³Ï ¹»ñ ¨ Ñ»ï³·³ÛáõÙ Ù»½ 
å»ïù ã¿: 
        ÜÏ³ï»Ýù, áñ (6) Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ó³Ë Ù³ë»ñÁ 
Ñ»ï¨Û³É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÝ »Ý Áëï x -
Ç, y -Ç ¨ λ -Ç`  
                       ( ) ( ) ( )yxyxfyxF ,,,, λϕλ += :               (7) 

        ²ÛëåÇëáí, áñå»ë½Ç ·ïÝ»Ýù (2) Ï³åÇ 
Ñ³í³ë³ñÙ³ÝÁ µ³í³ñ³ñáÕ x -Ç ¨ y -Ç ³ÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ, 
áñáÝó ¹»åùáõÙ ( )yxfu ,=  ýáõÝÏóÇ³Ý Ï³ñáÕ ¿ áõÝ»Ý³É 
¿ùëïñ»ÙáõÙ, Ñ³ñÏ³íáñ ¿ Ï³½Ù»É (7) ûÅ³Ý¹³Ï 
ýáõÝÏóÇ³Ý, Ýñ³ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ Áëï x -Ç, y -Ç ¨ 
λ -Ç Ñ³í³ë³ñ»óÝ»É ½ñáÛÇ ¨ ëï³óí³Í (6) 
Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇó ·ïÝ»É x -Á ¨ y -Á (ÇÝãå»ë Ý³¨ λ  
ûÅ³Ý¹³Ï µ³½Ù³å³ïÏÇãÁ): 
        ¸Çóáõù å³Ñ³ÝçíáõÙ ¿ ·ïÝ»É ( )zyxfu ,,=  »ñ»ù 
÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñÝ ³ÛÝ 
å³ÛÙ³Ýáí, áñ x , y  ¨ z  ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÁ Ï³åí³Í »Ý 
Ñ»ï¨Û³É »ñÏáõ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñáí` 
                           ( ) ( ) 0,,,0,, 2

1 == zyxzyx ϕϕ :              (8) 
         àñå»ë½Ç ·ïÝ»Ýù x , y  ¨ z  ÷á÷áË³ÏÝÝ»ñÇ ³ÛÝ 
³ñÅ»ùÝ»ñÁ, áñáÝó ¹»åùáõÙ u  ýáõÝÏóÇ³Ý Ï³ñáÕ ¿ 
áõÝ»Ý³É ¿ùëïñ»ÙáõÙÝ»ñ, Ñ³ñÏ³íáñ ¿ Ï³½Ù»É` 

( ) ( ) ( ) ( )zyxzyxzyxfzyxF ,,,,,,,,,, 221121 ϕλϕλλλ ++=  
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 ýáõÝÏóÇ³Ý, Ñ³í³ë³ñ»óÝ»É ½ñáÛÇ Ýñ³ Ù³ëÝ³ÏÇ 
³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÝ Áëï x , y  ¨ z  ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ` 

                         















=
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

=
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

=
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

0

0

0

2
2

1
1

2

2

1

1

2
2

1
1

zzz

f

yyy

f

xxx

f

ϕ
λ

ϕ
λ

ϕ
λ

ϕ
λ

ϕ
λ

ϕ
λ

:                         (9) 

 
(8) ¨ (9) ÑÇÝ· Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇó ·ïÝ»É x , y  ¨ z  
÷á÷áË³ÏÝÝ»ñÇ áñáÝ»ÉÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ (ÇÝãå»ë Ý³¨ 1λ  ¨  

2λ  ûÅ³Ý¹³Ï µ³½Ù³å³ïÏÇãÝ»ñÁ): 
        úñÇÝ³Ï. îñí³Í S  ÉñÇí Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÇ Ù³Ï»ñ»ëáí 
·É³Ý³Ó¨ ³ÝáÃÇ ã³÷ë»ñÝ ÁÝïñ»É ³ÛÝå»ë, áñ Ý³ áõÝ»Ý³ 
³Ù»Ý³Ù»Í ï³ñáÕáõÃÛáõÝÁ: 
         ÈáõÍáõÙ. ¶É³ÝÇ ÑÇÙùÇ ß³é³íÇÕÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù x -áí, 
ÇëÏ µ³ñÓñáõÃÛáõÝÁ` y -áí: ²Û¹ ¹»åùáõÙ ·É³ÝÇ Í³í³ÉÁ 

ÏÉÇÝÇ` yxV 2π= , ÇëÏ ·É³ÝÇ ÉñÇí Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ` 

xyxS ππ 22 2 += : 

        Ð»ï¨³µ³ñ, ËÝ¹ÇñÁ Ñ³Ý·»ó ( ) yxyxf 2, π=  
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ å³ÛÙ³Ý³Ï³Ý ¿ùëïñ»ÙáõÙÇ ·ïÝ»ÉáõÝ, »ñµ x -
Á ¨ y -Á Ï³åí³Í »Ý xyxS ππ 22 2 +=  Ñ³í³ë³ñáõÙáí: 

        Î³½Ù»Ýù ( ) ( )SxyxyxyxF −++= ππλπλ 22,, 22  
ýáõÝÏóÇ³Ý ¨ ·ïÝ»Ýù Ýñ³ Ù³ëÝ³ÏÇ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ` 

( )yxxyFx ππλπ 242 ++=′ , 

xxFy πλπ 22 +=′ : 

         Î³½Ù»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á` 
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( )









=+

=+

=++

Sxyx

xx

yxxy

ππ

πλπ

ππλπ

22

02

0242

2

2 : 

         ÈáõÍ»Éáí ³Û¹ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á, ·ïÝáõÙ »Ýù` 
π6

S
x = , 

π6
2

S
y = :          











ππ 6
2,

6

SS
 Ï»ïÁ Ù³ùëÇÙáõÙÇ Ï»ï ¿: 

πππ
π

636
2

6

2

max

SSSS
V =










= : 

           
 
 ø³ÝÇ áñ åñ³ÏïÇÏ ËÝ¹ÇñÝ»ñáõÙ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ¨ 
Ï³å»ñÇ ÃÇíÁ Ù»Í »Ý, ïíÛ³É Ù»Ãá¹Á áõÝÇ ³í»ÉÇ ß³ï 
ï»ë³Ï³Ý ù³Ý ·áñÍÝ³Ï³Ý ÏÇñ³éáõÃÛáõÝ: îÝï»ë³·Çï³Ï³Ý 
Ñ»ï³·³ ¹³ëÁÝÃ³óÝ»ñáõÙ ÏÍ³ÝáÃ³óí»Ý ³í»ÉÇ ÏÇñ³é³Ï³Ý 
Ù»Ãá¹Ý»ñÇ Ñ»ï: 
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